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ВВеденИе

Монография посвящена исследованию физических процессов, 
определяющих фононный транспорт в объемных и наноразмерных мо-
нокристаллических образцах кубической симметрии. Важным аспек-
том этой проблемы является изучение влияния фокусировки на распро-
странение фононных мод и теплопроводность монокристаллических 
пленок и нанопроводов, а также дисперсии и механизмов релаксации 
импульса фононов, обуславливающих зависимости кинетических ха-
рактеристик от температуры и геометрических параметров для различ-
ных направлений теплового потока в нанопроводах и ориентации пло-
скостей пленок. 

В связи с развитием технологии изготовления и широким исполь-
зованием нанопленок и нанопроводов в микроэлектронике значитель-
но возрос интерес к исследованию их теплопроводящих свойств [1-7]. 
Особенности фононного транспорта в таких структурах обусловлены 
тем, что длины свободного пробега фононов в широком температурном 
интервале оказываются больше или сравнимы с характерными разме-
рами образцов нанометрового диапазона. Поэтому рассеяние фононов 
на границах играет важную роль в теплосопротивлении наноразмер-
ных материалов в интервале температур от гелиевых до комнатных.  
В этом случае длина свободного пробега фононов определяется харак-
тером взаимодействия фононов с поверхностью. Такую ситуацию, ког-
да доминирующим механизмом релаксации является диффузное рассе-
яние фононов на границах, принято называть режимом граничного 
рассеяния фононов. Согласно [8,9], диффузный характер рассеяния 
фононов реализуется, если геометрические параметры шероховатостей 
на границе образца будут больше или сравнимы с длиной волны фоно-
на. В объёмных материалах режим граничного рассеяния фононов реа-
лизуется при достаточно низких температурах, когда фонон-фононные 
механизмы релаксации вымораживаются. В этом случае распростране-
ние потока тепла по диэлектрическому стержню, согласно работам 
[8,9], можно рассматривать аналогично течению разреженного газа по 
трубе. В случае потока разреженного молекулярного газа по трубе 
столкновениями молекул газа между собой можно пренебречь и счи-
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тать, что величина потока определяется характером взаимодействия 
молекул с поверхностью (см., например, [10-11]). Кнудсен в 1909 году 
решил задачу о течении разреженного газа по бесконечной трубе кру-
глого сечения и показал, что при диффузном рассеянии молекул газа на 
границах средняя длина свободного пробега молекул равна диаметру 
трубы [12]. 

Впервые задачу о теплопроводности тонкого диэлектрического 
стержня бесконечной длины в модели изотропной среды рассмотрел 
Казимир [13] в 1938 г. Он проанализировал случай диффузного рассея-
ния фононов на границах образца. Казимир предположил, что все фо-
ноны при соударении с поверхностью поглощаются, а затем переизлу-
чаются изотропно в полупространство по направлению внутрь образца 
с интенсивностью, которая зависит от температуры поверхности в со-
ответствии с теорией излучения абсолютно черного тела. Он нашел, 
что длина свободного пробега фононов в цилиндрическом стержне 
бесконечной длины равна его диаметру. В связи с этим длины пробега 
фононов в образцах бесконечной длины получили название длин Кази-
мира. Полученный результат совпадает с результатом Кнудсена [12] 
для течения разреженного молекулярного газа по бесконечной трубе с 
круглым сечением. Поэтому режим граничного рассеяния фононов по-
лучил название кнудсеновского течения фононного газа. Позже Берман 
с коллегами рассмотрели влияние частично зеркального отражения фо-
нонов от поверхности образца, а также эффект конечной длины на те-
плопроводность в режиме граничного рассеяния [14-15]. Было показа-
но, что учет конечной длины приводит к уменьшению теплопроводно-
сти по сравнению с бесконечным образцом на величину порядка отно-
шения ширины образца к его длине. Однако аналитических выражений 
для поправок к теплопроводности из-за конечной длины образца най-
дено не было. 

Анизотропия упругих свойств кристаллов приводит к ряду новых 
эффектов в фононном транспорте. Одним из таких эффектов является 
фокусировка фононов. В работах [16-18] показано, что из-за неколли-
неарности фазовой и групповой скоростей фононный поток, излучае-
мый точечным источником тепла, фокусируется вдоль определенных 
направлений в кристаллической решетке. Экспериментальные иссле-
дования, проведенные в работе МакКарди и др. [19] показали, что фо-
кусировка фононов приводит к двум эффектам в теплопроводности 
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кубических кристаллов в режиме граничного рассеяния. Первым эф-
фектом является зависимость теплопроводности κ(T) от направления 
градиента температуры T относительно кристаллографических осей: 
для образцов Si с квадратным сечением величина теплопроводности 
при низких температурах в направлении [001] оказалась на 40% и 50% 
больше, чем в направлениях [011] и [111]. Для кристаллов CaF2 – нао-
борот: в направлении [001] теплопроводность оказалась на 40% мень-
ше, чем в направлении [111]. Вторым эффектом является зависимость 
величин теплопроводности образцов с прямоугольным сечением при 
низких температурах от ориентации боковых граней. Для двух иссле-
дованных в [19] образцов, имеющих одинаковые геометрические пара-
метры и направление градиента температуры [110], оказалось, что те-
плопроводность образца с широкой гранью {001} и узкой {110} на 33% 
выше, чем для образца с широкой гранью {110} и узкой {001}. При 
температурах выше максимума κ(T) длина свободного пробега фоно-
нов становится меньше поперечных размеров образца, теплопрово-
дность кубических кристаллов становится изотропной — она не зави-
сит от направления потока тепла в кристалле. 

В работе [19] теория Казимира была обобщена на случай упруго 
анизотропных кристаллов. Предполагалось, что поток тепла и распре-
деление температур однородны по длине образца, а также наличие пло-
скости зеркальной симметрии, перпендикулярной направлению тепло-
вого потока. В этих предположениях были рассчитаны длины свобод-
ного пробега фононов в образцах Si и CaF2 для симметричных направ-
лений при температуре 3К. Рассчитанные значения согласовывались с 
экспериментальными данными при T=3К с погрешностью, не превы-
шающей 8% [19]. Получить аналитические выражения для времен ре-
лаксации фононов в рамках теории Казимира [13] при диффузном рас-
сеянии на границах для образцов конечной длины и рассчитать темпе-
ратурные зависимости теплопроводности авторам [19] не удалось. По-
этому за сорок лет со времени публикации [19] не было выполнено ни 
одной работы, в которой анализировались бы температурные зависи-
мости теплопроводности диэлектрических кристаллов с учетом фоку-
сировки фононов. Такой расчет удалось выполнить в работах [20-21]. 
Это позволило определить времена релаксации фононов различных 
поляризаций при диффузном рассеянии фононов на границах образцов 
конечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями в 
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виде кусочно-гладких функций для различных интервалов углов, опре-
деляемых соотношениями между компонентами групповой скорости и 
геометрическими параметрами образцов. 

Для того, чтобы корректно объяснить обнаруженные в работе [19] 
эффекты, при расчете теплопроводности монокристаллических образ-
цов необходимо ввести два ориентационных параметра, которые учи-
тывают зависимости кинетических характеристик от направления те-
плового потока [I] и ориентации плоскости пленки (или широкой грани 
образца) {J}. Этот метод учета фокусировки фононов развит в работе 
[22], где показано, что ориентационные параметры [I] и {J} могут быть 
определены через компоненты групповой скорости, параллельные и 
перпендикулярные направлению теплового потока. Использование 
этого метода и аналитических решений [20-21] позволило в [22] адек-
ватно описать экспериментальные данные по теплопроводности кри-
сталлов кремния [19] во всем диапазоне температур для всех направле-
ний градиента температуры и ориентаций боковых граней для образ-
цов с прямоугольным сечением.

До настоящего времени при анализе температурных зависимостей 
теплопроводности для скоростей релаксации фононов на границах и в 
ангармонических процессах рассеяния всегда вводились подгоночные 
параметры, которые призваны компенсировать недостатки (или дефек-
ты) теоретических моделей, положенных в основу их расчетов. Для 
граничного рассеяния фононов эти параметры вводились для учета 
влияния геометрических параметров и ориентаций боковых граней об-
разцов, а также направлений теплового потока на теплопроводность 
полупроводниковых и диэлектрических кристаллов. Аналитическое 
решение задачи о кнудсеновском течении фононного газа позволило 
избавиться от них для граничного рассеяния фононов. Показано, что в 
интервале температур от 3 до 15 K, когда доминирует рассеяние фоно-
нов на границах и изотопическом беспорядке, наша теория количе-
ственно описывает температурные зависимости теплопроводности 
кристаллов кремния для всех направлений теплового потока в образцах 
с квадратным сечением и зависимость от ориентации боковых граней 
для образцов с прямоугольным сечением, без использования подгоноч-
ных параметров. Метод учета фокусировки фононов [20-22] при расче-
те релаксационных характеристик фононов и фононного транспорта в 
упруго анизотропных кристаллов использован в работах [23-24] для 

Введение
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анализа температурных зависимостей теплопроводности кремниевых 
нанопроводов с диаметрами 115 и 56 нм и пленок с толщинами 1.6, 
0.83, 0.42, 0.10 и 0.02 мкм. В трехмодовой модели Каллавея получено 
хорошее согласие с экспериментальными данными [4-7] для теплопрово-
дности пленок и нанопроводов в интервале температур от 20К до 350К. 

Предложенный метод является актуальным, поскольку в значи-
тельном числе публикаций, посвященных исследованию фононного 
транспорта в пленках и нанопроводах, эффекты, обусловленные фоку-
сировкой фононов, не учитывались. Так, например, в работах [25-26] 
для граничного рассеяния в наноструктурах на основе кремния и алма-
за использовалась теория Казимира [13], справедливая только для мо-
дели изотропной среды. При изложении экспериментальных результа-
тов в обзорах [1-3] также использовалась модель изотропной среды: не 
указывались направления теплового потока и ориентации плоскостей 
пленок относительно кристаллографических осей. В работах [23,27] 
показано, что в зависимости от направления градиента температуры вели-
чины теплопроводности нанопроводов могут изменяться в 1.5 – 2 раза,  
а изменение ориентации плоскости пленки может приводить к увели-
чению значений теплопроводности в 2-2.5 раза. Поэтому отсутствие 
такой информации делает эти данные малоиформативными. Очевидно, 
что использование модели изотропной среды при интерпретации экс-
периментальных данных по теплопроводности наноструктур может 
приводить к погрешности до 250%.

В работах [5-7, 28, 29] граничное рассеяние фононов в достаточно 
тонких пленках (толщина пленки гораздо меньше её ширины) учитыва-
лось в модели изотропной среды аналогично тому, как это было сдела-
но в работах Фукса [30] и Зондгеймера [31] при анализе проводимости 
тонких металлических пленок. При этом предполагалось, что длины 
свободного пробега и времена релаксации фононов в пленках зависят 
только от её толщины [5-7, 28-31]. Этот результат некорректен. Соглас-
но [25, 32] теплопроводность пленок и длин пробега фононов в модели 
изотропной среды не только существенным образом зависит от геоме-
трических размеров, но и более того, длины Казимира для них лога-
рифмически расходятся при стремлении ширины пленки к бесконечно-
сти. Как отмечено в [24, 31], эта расходимость обусловлена фононами, 
распространяющимися почти параллельно плоскости пленки. Ранее 
вопрос о влиянии конечной длины пленки на расходимость длин Кази-
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мира не рассматривался. Также не исследовались такие важные про-
блемы, как влияние упругой анизотропии кубических кристаллов на 
зависимости теплопроводности от геометрических параметров нано-
структур, от направлений теплового потока и ориентаций плоскостей 
пленок относительно осей кристалла. Решение этих проблем позволи-
ло бы определить оптимальные ориентации плоскостей пленок и на-
правления потока тепла, обеспечивающие максимальный или мини-
мальный теплоотвод от элементов микросхем. Эти проблемы являются 
актуальными не только для кремниевых пленок, широко используемых 
в микроэлектронике, но и других полупроводниковых микроструктур 
[1-7, 28, 29]. Поэтому обсуждению этих проблем будет уделено боль-
шое внимание. В работе [27] рассмотрено влияние упругой анизотро-
пии кубических кристаллов на зависимости теплопроводности пленок 
от геометрических параметров и показано, что учет конечной длины 
пленки приводит к устранению этой расходимости.

Исследование зависимости теплопроводности наноструктур от ге-
ометрических параметров представляет интерес для технических при-
ложений развитой в настоящей монографии теории. Одной из важных 
задач настоящей работы является анализ влияния фокусировки на рас-
пространение фононных мод и анизотропию теплопроводности моно-
кристаллических пленок и нанопроводов в рамках феноменологиче-
ского метода Казимира – МакКарди [13,19]. Этот метод предполагает 
использование трехмерного спектра фононов, поэтому возникают 
естественные ограничения на диаметры нанопроводов и толщины пле-
нок, при которых влиянием пространственного конфаймента на спектр 
акустических мод можно пренебречь. Анализ, проведенный в работах 
[4-7, 23,24] показал, что для нанопроводов с диаметрами большими  
50 и пленок с толщинами большими 20 нм в интервале температур от 
20 до 50 К теплопроводность следовала зависимости 3~)( TTκ , как и 
теплоемкость объемных образцов в теории Дебая. Поэтому при указан-
ных ограничениях влиянием пространственного конфаймента на 
спектр акустических мод можно пренебречь Расчеты температурных 
зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и нанопроводов в 
[23, 24] подтвердили этот вывод. 

Следует отметить, что использование численных методов, таких 
как метод молекулярной динамики, не дает пока достаточно надежных 
результатов при расчете температурных зависимостей теплопроводно-
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сти с учетом фокусировки фононов. Расчет теплопроводности в  
[33, 34] в симметричных направлениях привел к взаимно противопо-
ложным результатам для анизотропии теплопроводности. В работе [34] 
получено, что теплопроводность алмазных нанопроводов в направле-
ниях [011] значительно больше, чем в направлениях [001] и [111]. Этот 
результат противоречит экспериментальным данным МакКарди и др. 
[19] и нашему анализу. Согласно [19-22] максимумы теплопроводности 
для кристаллов Ge, Si и алмаза в низкотемпературной области должны 
наблюдаться в направлениях типа [001]. Они обусловлены медленной 
поперечной модой, которая фокусируется именно в этих направлениях. 
Результаты [33] для анизотропии теплопроводности качественно согла-
суются с расчетами [20-21] и экспериментальными данными [19].  
Однако, согласно расчетам [33], значительная анизотропия теплопро-
водности имеет место при температурах, значительно превышающих 
температуру максимума теплопроводности. Это противоречит резуль-
татам [19], из которых следует, что при температурах выше максимума 
теплопроводности происходит переход к объемным механизмам релак-
сации, и анизотропия теплопроводности быстро исчезает. 

В первой главе проанализировано уравнение Кристоффеля и 
расчитаны динамические характеристики фононов в кубических кри-
сталлах в модели анизотропного континуума. Показано, что в зависи-
мости от величины параметра анизотропии все кубические кристаллы 
могут быть разделены на два типа: кристаллы с положительной и отри-
цательной анизотропией упругих модулей второго порядка. Предложен 
метод аппроксимации фононного спектра кубических кристаллов, по-
лученного из данных по неупругому рассеянию нейтронов для симме-
тричных направлений, на всю зону Бриллюэна. Исследование фокуси-
ровки фононов в кубических кристаллах с различным типом анизотро-
пии упругой энергии показало, что направления фокусировки в кри-
сталлах первого типа становятся направлениями дефокусировки в кри-
сталлах второго типа и наоборот. Проанализировано влияние фокуси-
ровки на угловое распределение плотности фононных состояний 
(ПФС). Показано, что в упруго анизотропных кристаллах максималь-
ные значения ПФС достигаются в областях фокусировки, а минималь-
ные - для областей дефокусировки фононов. Поэтому направления 
максимумов ПФС в кристаллах первого типа становятся направления-
ми минимумов в кристаллах второго типа. Рассмотрены собенности 
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распространения фононных импульсов в кубических кристаллах с раз-
личным типом анизотропии упругой энергии. Получено точное анали-
тическое выражение для коэффициента усиления потока фононов и 
проанализированы особености его поведения в зависимости от типа 
кривизны изоэнергетической поверхности.

Во второй главе дано аналитическое решение задачи о кнудсенов-
ском течении фононного газа в образцах конечной длины с круглым, 
квадратным и прямоугольным сечениями. Определены времена релак-
сации при диффузном рассеянии фононов на границах в виде кусоч-
но-гладких функций для различных интервалов углов, определяемых 
соотношениями между компонентами групповой скорости и геометри-
ческими параметрами образцов. Показано, что в образцах с квадрат-
ным и круглым сечениями длины свободного пробега фононов для ка-
ждой колебательной моды достигают максимальных значений в на-
правлениях их фокусировки, причем в этих направлениях они превос-
ходят длины пробега фононов остальных колебательных мод. Анали-
тическое решение задачи о диффузном рассеянии фононов на границах 
и определение времен релаксации фононов позволило избавиться от 
подгоночных параметров при расчете теплопроводности объемных мо-
нокристаллов и наноструктурных образцов.

В третьей главе развит метод учета фокусировки фононов при 
расчете теплопроводности монокристаллических образцов. Использо-
вание предложенного метода и вычисленных нами времен релаксации 
фононов позволило адекватно описать температурные зависимости те-
плопроводности кристаллов кремния с квадратным и прямоугольным 
сечениями и объяснить оба эффекта в теплопроводности, обнаружен-
ные в работе МакКарди. В интервале температур от 3 до 15 K, когда 
доминирует рассеяние на границах и изотопическом беспорядке, тео-
рия [20-22] количественно описывает температурные зависимости те-
плопроводности кристаллов кремния в пределах погрешности экспе-
римента для всех образцов и оба эффекта, обнаруженные в работе Мак-
Карди [19], без использования подгоночных параметров.

В четвертой главе исследован фононный транспорт в нанострук-
турах с различным типом анизотропии упругой энергии при низких 
температурах, когда доминирующим механизмом релаксации является 
диффузное рассеяние фононов на границах. Установлена корреляция 
между угловыми зависимостями плотностей фононных состояний 
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(ПФС) и длин свободного пробега квазипоперечных мод. Показано, что 
в упруго анизотропных кристаллах благодаря эффекту фокусировки 
возникают области направлений, в которых и длины свободного пробе-
га и ПФС достигают максимальных значений. Рассмотрено влияние 
фокусировки фононов на зависимости длин свободного пробега фоно-
нов от геометрических параметров наноструктур, для различных на-
правлений теплового потока и ориентаций плоскостей пленок относи-
тельно осей кристалла. Определены ориентации плоскостей пленок и 
направления потока тепла, обеспечивающие максимальный или мини-
мальный теплоотвод от элементов полупроводниковых микросхем.

В пятой главе рассмотрено влияние анизотропии упругой энергии 
на фононный транспорт в монокристаллических пленках в режиме 
кнудсеновского течения фононного газа. Исследовано влияние фокуси-
ровки на распространение фононов и теплоповодность пленок с раз-
личным типом анизотропии упругой энергии. Проанализированы фи-
зические причины, приводящие к анизотропии теплопроводности для 
теплового потока в плоскостях пленок с различным типом анизотропии 
упругой энергии и различными соотношениями геометрических пара-
метров. Показано, что анизотропия теплопроводности пленок суще-
ственным образом зависит от их ориентации. 

В шестой главе рассчитаны температурные зависимости тепло-
проводности кремниевых нанопроводов и тонких пленок в рамках 
трехмодовой модели Каллавея. Использование предложенного метода 
и вычисленных нами времен релаксации фононов позволило согласо-
вать результаты расчета температурных зависимостей теплопроводно-
сти кремниевых нанопроводов диаметром более 50 нм и пленок толщи-
ной более 20 нм с экспериментальными данными. Показано, что как 
при низких, так и при комнатных температурах максимальной тепло-
проводностью обладают пленки Si с ориентацией {100}, а минималь-
ной теплопроводностью – пленки с ориентацией {111}. Исследование 
роли граничного рассеяния показало, что при комнатных температурах 
вклад граничного рассеяния в теплосопротивление достигает 60% для 
нанопроводов с диаметром 56 нм и для пленок с толщиной 20 нм, соот-
ветственно.
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Глава 1. РАсПРосТРАненИе уПРугИх ВоЛн И 
ФокусИРоВкА ФононоВ В кубИческИх 

кРИсТАЛЛАх

В значительном числе публикаций, посвященных анализу тепло-
проводности, как в объёмных материалах [9,13,35,36], так и нанострук-
турах [5,6,7,25,37], для спектра и векторов поляризаций фононов ис-
пользовалась модель изотропной среды. В изотропных средах распро-
страняются чисто продольные и чисто поперечные колебательные 
моды, причем, последние являются вырожденными. Эта модель не яв-
ляется адекватной для анализа фононного транспорта и поглощения 
ультразвука в упруго анизотропных кристаллах (см., например 
[19,27,38-40]). В длинноволновом приближении, когда волновой вектор 
фонона гораздо меньше дебаевского волнового вектора, адекватным 
приближением является модель анизотропного континуума. В этой мо-
дели упругая энергия кубического кристалла определяется тремя моду-
лями упругости второго порядка [41-43], которые для большинства 
кристаллов экспериментально определены. 

Анизотропия упругой энергии приводит к ряду новых эффектов в 
динамических характеристиках упругих волн и фононном транспорте 
кубических кристаллов. Во-первых, в кубических кристаллах распро-
страняются квазипродольные или квазипоперечные колебания, и толь-
ко в симметричных направлениях, таких как [100], [110] и [111], рас-
пространяются чистые моды [27,40-43]. Во-вторых, спектр фононов 
становится анизотропным, и снимается вырождение поперечных коле-
бательных мод. Детальный анализ динамических характеристик упру-
гих волн в кубических кристаллах проведен в работе [44] (см. также 
раздел 1.1). В ней показано, что вклад поперечной компоненты в квази-
продольные колебания в кубических кристаллах мал, и им можно пре-
небречь. Напротив, вклад продольных компонент в квазипоперечные 
моды не является малым, и при расчете релаксационных характеристик 
фононных систем необходимо учитывать продольную компоненту этих 
мод. Показано, что кубические кристаллы в соответствии с их упруги-
ми свойствами могут быть разделены на два типа: на кристаллы с поло-
жительной (тип I) и отрицательной (тип II) анизотропией упругих мо-
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дулей второго порядка [44]. Вид спектра колебательных ветвей для 
кристаллов этих типов различается качественно, тогда как внутри од-
ного типа кристаллов спектры фононов различаются лишь количе-
ственно. В-третьих, анизотропия упругих свойств кубических кристал-
лов приводит к неколлинеарности групповой и фазовой скоростей фо-
нонов и, соответственно, к фокусировке или дефокусировке колеба-
тельных мод [16-18,45]. Фононы будут преимущественно распростра-
няться в направлениях фокусировки: их плотность состояний может 
быть значительно больше, чем в модели изотропной среды. Тогда как в 
направлениях близких к направлениям дефокусировки плотность со-
стояний колебательных мод может быть значительно меньше, чем в 
модели изотропной среды. Нами показано, что в кристаллах первого и 
второго типа не только анизотропия спектра и поведение векторов по-
ляризации качественно отличаются, но и эффекты фокусировки фоно-
нов проявляются различным образом. Для кристаллов одного типа на-
правления фокусировки и дефокусировки колебательных мод совпада-
ют, тогда в кристаллах различного типа они противоположны: направ-
ления фокусировки в кристаллах первого типа становятся направлени-
ями дефокусировки в кристаллах второго типа. При низких температу-
рах, когда длина пробега фононов превышает поперечный размер об-
разца, это может приводить к качественному отличию анизотропии 
фононного транспорта в кубических кристаллах различного типа.

В разделе 1.1 рассчитаны динамические характеристики фононов 
в кубических кристаллах в модели анизотропного континуума. В разде-
ле 1.2 развит метод, позволяющий аппроксимировать спектр фононов, 
найденный из данных по неупругому рассеянию нейтронов для симме-
тричных направлений, на всю зону Бриллюэна для кубических кри-
сталлов. В разделе 1.3 проведен расчет теплоемкости кристаллов Si и 
Ge с использованием аппроксимационного спектра фононов. В разделе 
1.4 проанализировано влияние фокусировки на групповые скорости и 
особенности распространения фононов в кубических кристаллах с раз-
личным типом анизотропии упругой энергии. В разделе 1.5 исследова-
но влияние анизотропии упругой энергии на плотность фононных со-
стояний в кубических кристаллах с различным типом анизотропии 
упругой энергии. В разделе 1.6 проанализирован коэффициент усиле-
ния потока фононов.
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1.1. дИнАмИческИе хАРАкТеРИсТИкИ ФононоВ В 
кубИческИх кРИсТАЛЛАх В модеЛИ 

АнИзоТРоПного конТИнуумА

В феноменологической теории упругости кристалл в недеформи-
рованном равновесном состоянии рассматривается как континуум с 
постоянной плотностью ρ . Под действием внешней силы в кристалле 
возникают деформации, и относительные положения частиц изменя-
ются. В этом случае состояние кристалла описывается векторным по-
лем смещения ( ) ( )321 ,,, uuut =ru , которое задает смещение в мо-
мент времени t некоторой точки, имеющий в равновесии координату 

( )321 ,, xxx=r . Такое описание применимо тогда, когда смещения 
соседних атомов в кристалле гораздо меньше расстояния между ними. 
В этом случае они могут быть представлены в виде непрерывно и мед-
ленно меняющимся полем смещений [41-43,46,47]. Для характеристи-
ки деформации континуума в каждой точке вводится симметричный 
тензор деформации ikηik (i,j = 1,2,3) [41-43]:
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где jiij xu ∂∂= /ξij  - компоненты тензора дисторсии. В случае малых де-
формаций ( 1<<ijξij<< ) пренебрегаем членами второго порядка малости. 
Тогда тензор деформации принимает вид:

( )kiikik ξξη +=
2
1

ik ik ki .                                          (1.2)

Силы в теории упругости (напряжения) являются поверхностны-
ми силами и должны описываться симметричным тензором напряже-
ний ijσij  [41-43]. Симметрия ijσij  вытекает из требования, чтобы при рав-
новесии моменты сил равны нулю. В случае малых напряжений соот-
ношения между напряжениями и деформациями, согласно закону Гука, 
линейны и выражаются тензором четвертого ранга – тензором модулей 
упругости ikmnc  [41-43,46,47]:

mn
nm

ikmnik c εσ ∑=
,

ik mn .                                          (1.3)
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Плотность упругой энегргии U, отнесенная к единице объема не-
деформируемого кристалла, имеет вид [41-43,46,47]:

∑=
nmki

mnikmnik cU
,,,2

1 ηηik mn .                                   (1.4)

Тензор модулей упругости симметричен относительно переста-
новки индексов внутри первой или второй пары, а также относительно 
перестановки первой пары со второй:

mnikiknmkimnikmn cccc === .                                    (1.5)

Первое свойство следует из симметрии тензоров деформации и на-
пряжений, второе – из существования плотности энергии в виде (1.4). 
В большинстве случаев вместо тензора четвертого ранга ikmnc  исполь-
зуется более простой тензор второго ранга αβc βα ,βα ,  ( βα , =1, 2, …, 6), вве-
денный Фойгтом [48] по схеме, представленной в таблице 1.1.

Таблица 1.1. 
Определение упругих постоянных по Фойгту [48] 

(связь между ikmnc  и αβc βα ,βα , ).
cik, mn 11 22 33 23 13 12
11 c11 c12 c13 c14 c15 c16

22 c21 c22 c23 c24 c25 c26

33 c31 c32 c33 c34 c35 c36

23 c41 c42 c43 c44 c45 c46

13 c51 c52 c53 c54 c55 c56

12 c61 c62 c63 c64 c65 c66

Эту таблицу можно представить в более компакном виде [41]:
ik или mn 11 22 33 23 13 12
α  или β 1 2 3 4 5 6

Матрица αβc βα ,βα , , согласно (1.5), симметрична ( αβc βα ,βα ,  = αβc βα ,βα , ) и содержит 
21 независимую величину. 

Рассмотрим переход к обозначениям Фойгта для простейших при-
меров изотропной среды и кубического кристалла. Изотропная среда 
обладает наивысшей степенью симметрии. Для неё тензор iklmc  инвари-



18 Глава 1. Распространение упругих волн и фокусировка фононов

антен по отношению ко всем вращениям и отражениям в трехмерном 
пространстве. Этому условию удовлетворяет только единичный тензор 
(с точностью до скалярного множителя). Поэтому компоненты тензора 
iklmc  должны выражаться через комбинации компонент единичного 

тензора ijδij  с некоторыми коэффициентами. Нетрудно убедится, что с 
учетом свойств симметрии тензор модулей упругости iklmc  для изотроп-
ной среды может быть представлен в следующим виде [42]: 

)( klimkmillmikiklm acc δδδδδδ ++= ij lm il km klim .                         (1.6)

Это выражение содержит только две независимые константы a и c, 
которые можно выразить через модули упругости с11 и с12: с = с12,  
а = (с11- с12)/2. Воспользуемся таблицей 1.1. и найдем матрицу Фойгта 
αβc βα ,βα ,  

для изотропной среды, соответствующую тензору (1.6):
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Кубический кристалл характеризуется наличием трех взаимно перпендикулярных 

осей симметриии второго и четвертого порядков и оси симметрии третьего порядка, 

направленной вдоль пространственной диагонали куба [42]. При вращениях координатной 

системы величины ikmnc преобразуются по правилам преобразования компонент тензора. 

Если ikD есть ортогональная матрица, описывающая вращение координатной системы 

( rr D' = ; l
l

ili xDx ∑=′ ), то в преобразованной системе

nmkinnmmkk
nmki
iiikmn cDDDDc ′′′′′′′

′′′′
′∑=′

,,,
(1.8)

Рассмотрим преобразования компонент тензора ikmnc , при вращении относительно 

осей второго порядка. Из соотношений (1.8) следует, что инвариантность тензора модулей 

. (1.7)

Кубический кристалл характеризуется наличием трех взаимно 
перпендикулярных осей симметриии второго и четвертого порядков и 
оси симметрии третьего порядка, направленной вдоль пространствен-
ной диагонали куба [42]. При вращениях координатной системы вели-
чины ikmnc  преобразуются по правилам преобразования компонент тен-
зора. Если ikDik  есть ортогональная матрица, описывающая вращение 
координатной системы ( rr D' = ; l

l
ili xDx ∑=′ il ), то в преобразованной 

системе

nmkinnmmkk
nmki
iiikmn cDDDDc ′′′′′′′

′′′′
′∑=′

,,,
                    (1.8)

Рассмотрим преобразования компонент тензора ikmnc , при враще-
нии относительно осей второго порядка. Из соотношений (1.8) следует, 
что инвариантность тензора модулей упругости относительно таких 
вращений приводит к тому, что отличными от нуля остаются лишь ком-
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поненты тензора модулей упругости ikmnc , в которых каждый индекс 
входит четное число раз [42]. Воспользуемся условиями (1.5) и табли-
цей 1.1, получим тензор упругих модулей αβc βα ,βα ,  

в обозначениях Фойгта, 
который будет инвариантным относительно поворотов на 180о вокруг 
осей X,Y,Z:
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упругости относительно таких вращений приводит к тому, что отличными от нуля остаются 

лишь компоненты тензора модулей упругости ikmnc , в которых каждый индекс входит четное 
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Инвариантность тензора модулей упругости относительно вращений вокруг осей третьего 

порядка приводит к равноправию всех трех координат x, y, z, которые переходят одна в 

другую при поворотах вокруг пространственной диагонали куба. Поэтому элементы 

матрицы ikmnc не должны меняться при любых перестановках индексов 1, 2, 3. Отсюда 

следует [42]

333322221111 ccc == , 331122331122 ccc == , 121231312323 ccc == . (1.10)

Или в обозначениях Фойгта
332211 ccc == , 231312 ccc == , 665544 ccc == . (1.11)

В итоге получаем тензор модулей упругости αβc в виде [41-43,46,47]
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Такой же вид тензора αβc можно получить, используя инвариантность тензора модулей 

упругости ikmnc относительно вращений вокруг осей четвертого порядка X,Y,Z. Таким 

образом, упругие свойства кубических кристаллов определяются тремя модулями упругости: 

11c , 12c и 44c .

Использование выражений (1.4), (1.12) и таблицы 1.1, позволяет получить плотность 

упругой энергии кубических кристаллов через компоненты тензора деформации в виде:
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ний вокруг осей третьего порядка приводит к равноправию всех трех 
координат x, y, z, которые переходят одна в другую при поворотах во-
круг пространственной диагонали куба. Поэтому элементы матрицы 
ikmnc  не должны меняться при любых перестановках индексов 1, 2, 3. 

Отсюда следует [42]

333322221111 ccc == , 331122331122 ccc == , 121231312323 ccc == .     (1.10)

Или в обозначениях Фойгта
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Такой же вид тензора αβc βα ,βα ,  
можно получить, используя инвариант-

ность тензора модулей упругости ikmnc  относительно вращений вокруг 
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осей четвертого порядка X,Y,Z. Таким образом, упругие свойства кубиче-
ских кристаллов определяются тремя модулями упругости: c11, c12 и c44.

Использование выражений (1.4), (1.12) и таблицы 1.1, позволяет 
получить плотность упругой энергии кубических кристаллов через 
компоненты тензора деформации в виде:
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Как и следовало ожидать, в модели анизотропного континуума 
упругая энергия кубического кристалла определяется тремя модулями 
второго порядка c11, c12 и c44. В гармоническом приближении можно 
ограничиться линейным приближением (1.2) в выражении для компо-
нент тензора деформации через компоненты тензора дисторсии ijξij . 
Тогда для плотности упругой энергии (1.13), получим:
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Для перхода к модели изотропной среды преобразуем плотность упругой энергии (1.14) к 

виду
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Равенство 

02 441211 =−− ccc (1.16)

обеспечивает переход к модели изотропной среды. Очевидно, что в этом случае плотность 

упругой энергии )( inU ξ определяется двумя модулями упругости второго порядка.

Для вывода уравнений движения теории упругости воспользуемся вариационным

принципом. Для этого запишем плотность лагранжиана [41]:
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где )( iuT  - плотность кинетической энергии, а плотность упругой энегргии )( inU ξ

определена выражением (1.14) или (1.15). Согласно вариационному принципу, интеграл 

dtduL ini r∫ ),( ξ должен иметь экстремум при вариациях, исчезающих на границах 

интегрирования. Тогда получаем уравнение Эйлера для этой задачи [41]:
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Подстановка выражений (1.16) и (1.14) в уравнение (1.17) дает систему уравнений движения 

для компонент вектора смещений ( )t,ru в виде [42,43,47]:
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Для перхода к модели изотропной среды преобразуем плотность 
упругой энергии (1.14) к виду
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Равенство 

02 441211 =−− ccc (1.16)
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где )( iuT  - плотность кинетической энергии, а плотность упругой энегргии )( inU ξ
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Подстановка выражений (1.16) и (1.14) в уравнение (1.17) дает систему уравнений движения 

для компонент вектора смещений ( )t,ru в виде [42,43,47]:
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Равенство 

c11 – c12 – 2c44 = 0                                       (1.16)

обеспечивает переход к модели изотропной среды. Очевидно, что в 
этом случае плотность упругой энергии )( inU ξin  определяется двумя мо-
дулями упругости второго порядка.

Для вывода уравнений движения теории упругости воспользуемся ва-
риационным принципом. Для этого запишем плотность лагранжиана [41]:
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Равенство 

02 441211 =−− ccc (1.16)

обеспечивает переход к модели изотропной среды. Очевидно, что в этом случае плотность 

упругой энергии )( inU ξ определяется двумя модулями упругости второго порядка.

Для вывода уравнений движения теории упругости воспользуемся вариационным

принципом. Для этого запишем плотность лагранжиана [41]:
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где )( iuT  - плотность кинетической энергии, а плотность упругой энегргии )( inU ξ

определена выражением (1.14) или (1.15). Согласно вариационному принципу, интеграл 

dtduL ini r∫ ),( ξ должен иметь экстремум при вариациях, исчезающих на границах 

интегрирования. Тогда получаем уравнение Эйлера для этой задачи [41]:
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Подстановка выражений (1.16) и (1.14) в уравнение (1.17) дает систему уравнений движения 

для компонент вектора смещений ( )t,ru в виде [42,43,47]:
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где )( iuT   - плотность кинетической энергии, а плотность упругой 
энергии )( inU ξin   определена выражением (1.14) или (1.15). Согласно 
вариационному принципу, интеграл 
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Как и следовало ожидать, в модели анизотропного континуума упругая энергия кубического 

кристалла определяется тремя модулями второго порядка 11c , 12c и 44c . В гармоническом 

приближении можно ограничиться линейным приближением (1.2) в выражении для 

компонент тензора деформации через компоненты тензора дисторсии ijξ . Тогда для 
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Равенство 

02 441211 =−− ccc (1.16)

обеспечивает переход к модели изотропной среды. Очевидно, что в этом случае плотность 

упругой энергии )( inU ξ определяется двумя модулями упругости второго порядка.

Для вывода уравнений движения теории упругости воспользуемся вариационным

принципом. Для этого запишем плотность лагранжиана [41]:
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где )( iuT  - плотность кинетической энергии, а плотность упругой энегргии )( inU ξ

определена выражением (1.14) или (1.15). Согласно вариационному принципу, интеграл 

dtduL ini r∫ ),( ξ должен иметь экстремум при вариациях, исчезающих на границах 

интегрирования. Тогда получаем уравнение Эйлера для этой задачи [41]:
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Подстановка выражений (1.16) и (1.14) в уравнение (1.17) дает систему уравнений движения 

для компонент вектора смещений ( )t,ru в виде [42,43,47]:
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 должен иметь экс-



211.1. Динамические характеристики фононов в кубических кристаллах 

тремум при вариациях, исчезающих на границах интегрирования. Тог-
да получаем уравнение Эйлера для этой задачи [41]:
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Подстановка выражений (1.16) и (1.14) в уравнение (1.17) дает си-
стему уравнений движения для компонент вектора смещений ( )t,ru  в 
виде [42,43,47]:
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Как и следовало ожидать, в модели анизотропного континуума упругая энергия кубического 

кристалла определяется тремя модулями второго порядка 11c , 12c и 44c . В гармоническом 

приближении можно ограничиться линейным приближением (1.2) в выражении для 

компонент тензора деформации через компоненты тензора дисторсии ijξ . Тогда для 
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Для перхода к модели изотропной среды преобразуем плотность упругой энергии (1.14) к 
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Равенство 

02 441211 =−− ccc (1.16)

обеспечивает переход к модели изотропной среды. Очевидно, что в этом случае плотность 

упругой энергии )( inU ξ определяется двумя модулями упругости второго порядка.

Для вывода уравнений движения теории упругости воспользуемся вариационным

принципом. Для этого запишем плотность лагранжиана [41]:
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где )( iuT  - плотность кинетической энергии, а плотность упругой энегргии )( inU ξ

определена выражением (1.14) или (1.15). Согласно вариационному принципу, интеграл 

dtduL ini r∫ ),( ξ должен иметь экстремум при вариациях, исчезающих на границах 

интегрирования. Тогда получаем уравнение Эйлера для этой задачи [41]:
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Подстановка выражений (1.16) и (1.14) в уравнение (1.17) дает систему уравнений движения 

для компонент вектора смещений ( )t,ru в виде [42,43,47]:
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     (1.19)

 

Использование выражения (1.15) позволяет представить систему 
уравнений (1.18) в более компактном виде [43]
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Использование выражения (1.15) позволяет представить систему уравнений (1.18) в более 

компактном виде [43]
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∂

−−= 4444122

2

441211 )()2( uρ , (1.20)

где ∇ - оператор градиента, а ∆ - оператор Лапласа. При 02 441211 =−− ccc первый член в 
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совпадают со скоростями поперечных волн [43,46]. В монографии [43] фактор анизотропии 
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волн, для которых вектор смещения можно записать в виде:
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где ( )321 ,, qqq=q - волновой вектор, )(qe - вектор поляризации; он указывает 
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где ∇  – оператор градиента, а ∆  – оператор Лапласа. При c11 – c12 – 2c44 = 0 
первый член в выражении (1.19) обращается в нуль, тогда для упруго 
изотропной среды получаем известный результат [43,46]
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Для упруго изотропных материалов А=1 и, соответственно,  
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где ( )321 ,, qqq=q  - волновой вектор, )(qe  - вектор поляризации; он 
указывает направление, в котором колеблются частицы вещества. Если 
вектор )(qe  параллелен волновому вектору q, то волна называется про-
дольной. Если вектор )(qe  перпендикулярен волновому вектору q, то 
волна называется поперечной. Как мы увидим далее, в кубических кри-
сталлах из-за анизотропии упругой энергии упругие волны не являют-
ся ни чисто продольными, ни чисто поперечными. Для того чтобы пло-
ская волна, определяемая выражением (1.23), могла быть решением 
уравнений движения (1.19), должно существовать определенное соот-
ношение между частотой ω  и волновым числом q, которое называется 
дисперсионным соотношением. В упруго анизотропной сплошной сре-
де (модели анизотропного континуума) предполагается, что волновой 
вектор фонона q гораздо меньше дебаевского волнового вектора Dq , и 
спектр фононов с поляризаций l может быть представлен в виде 
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Подстановка решения в виде плоской волны (1.23) в уравнения 
движения (1.19) дает систему уравнений Кристофеля [42,47] для опре-
деления векторов поляризаций )(qe  и спектра фононов в кубических 
кристаллах. В системе координат по ребрам куба, она может быть пред-
ставлена в виде [44]:
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Здесь nj = qj/q – проекции единичного вектора фонона n = (sinθсosϕ, sinθsinϕ, сosθ) на 

соответствующие оси координат, ijδ - символ Кронекера. Как видно из уравнений (1.25), 

безразмерный параметр k-1 является единственным безразмерным параметром, который 

характеризует влияние упругой анизотропии на динамические характеристики упругих волн 

в кубических кристаллах: 
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Из условия существования нетривиального решения системы однородных уравнений (1.25) 

находим кубическое уравнение для спектра фононов:
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1 nnn=η - кубические гармоники. Уравнение (1.27) имеет три 

решения, которые соответствуют трем акустическим модам: продольной (L) и двум 

поперечных (t1, t2): 
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Индексы поляризации фононов t1 и t2 соответствуют «быстрой» (верхней) и «медленной» 

(нижней) поперечным колебательным модам. Далее будет показано, что при классификации 

поперечных мод необходимо учитывать их поляризацию, а разделение поперечных мод на 

быстрые и медленные моды в ряде случаев является физически некорректным. 

Подстановка решений (1.28) в систему уравнений (1.25) позволяет определить вектора 

поляризаций фононов различных колебательных ветвей [44]:

(1.25)
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Индексы поляризации фононов t1 и t2 соответствуют «быстрой» (верхней) и «медленной» 

(нижней) поперечным колебательным модам. Далее будет показано, что при классификации 

поперечных мод необходимо учитывать их поляризацию, а разделение поперечных мод на 

быстрые и медленные моды в ряде случаев является физически некорректным. 

Подстановка решений (1.28) в систему уравнений (1.25) позволяет определить вектора 

поляризаций фононов различных колебательных ветвей [44]:
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Здесь nj = qj/q – проекции единичного вектора фонона n = (sinθсosϕ, sinθsinϕ, сosθ) на 
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Нетрудно убедиться, что для векторов поляризаций выполняются 
соотношения:

( ) ',
', λλ

λλ δ=ee .

Отметим, что, хотя формулы (1.29) просты, однако использование 
их при расчетах частот релаксации фононов затруднено из-за возника-
ющих при этом неопределенностей типа 0/0 для определенных симме-
тричных направлений (см. ниже). Для определения величин ej в этих 
направлениях приходится возвращаться к исходной системе (1.25).

Для изотропной среды параметр k-1 = 0. Анизотропия спектра ис-
чезает, а уравнение (1.27) сводится к виду

( ) 012 =−εε .                                    (1.30)

Одно из его решений дает фазовую скорость продольных фононов 
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(1.27) сводится к виду

( ) 012 =−εε . (1.30)

Одно из его решений дает фазовую скорость продольных фононов ρ/11cS L = . Два других 

решения совпадают и дают фазовые скорости поперечных фононов ρ/44
21 cSS tt == . А для 

векторов поляризации имеем ne =L и 0)( =net . Таким образом, в изотропной среде могут 

распространяться чисто продольные и чисто поперечные волны с фиксированными 

скоростями, которые определяются двумя модулями упругости второго порядка 11c и 44c и 

плотностью кристалла ρ. В отличии от изотропных сред в кубических кристаллах 

распространяются квазипродольные или квазипоперечные колебания.

Для каждого направления волнового вектора в кристалле существуют три 

независимые волны со своими фазовыми скоростями ),(0 ϕθλS и взаимно 

перпендикулярными смещениями. В общем случае ни одно из этих смещений не совпадает 

ни с нормалью к фронту волны, ни с перпендикулярным направлением к нормали: т.е. волны 

не являются ни чисто продольными, ни чисто поперечными [42,47]. Однако в симметричных 

направлениях, таких как [100], [110] и [111], распространяются чистые моды, причем в 

направлениях типа [100] и [111] поперечные моды вырождены (см. рис. 1.1). Для 

упругоизотропных сред параметр k равен единице, и поперечные моды вырождены для всех 

направлений. Как видно из рисунков 1.1, для кубических кристаллов скорости звука и, 

соответственно, спектры фононов существенно отличаются от изотропных сред. Следует 

отметить, что анизотропия спектра и наличие точек вырождения в колебательных модах 

поперечных фононов приводит к существенным отличиям частот релаксации фононов в 

ангармонических процессах рассеяния в кубических кристаллах от изотропных сред [38,49].
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направлениях, таких как [100], [110] и [111], распространяются чистые моды, причем в 

направлениях типа [100] и [111] поперечные моды вырождены (см. рис. 1.1). Для 

упругоизотропных сред параметр k равен единице, и поперечные моды вырождены для всех 

направлений. Как видно из рисунков 1.1, для кубических кристаллов скорости звука и, 

соответственно, спектры фононов существенно отличаются от изотропных сред. Следует 

отметить, что анизотропия спектра и наличие точек вырождения в колебательных модах 

поперечных фононов приводит к существенным отличиям частот релаксации фононов в 

ангармонических процессах рассеяния в кубических кристаллах от изотропных сред [38,49].

. А для векторов поляризации 
имеем ne =L  и 0)( =net . Таким образом, в изотропной среде могут 
распространяться чисто продольные и чисто поперечные волны с фик-
сированными скоростями, которые определяются двумя модулями 
упругости второго порядка c11 и c44 и плотностью кристалла ρ. В отли-
чии от изотропных сред в кубических кристаллах распространяются 
квазипродольные или квазипоперечные колебания.

Для каждого направления волнового вектора в кристалле суще-
ствуют три независимые волны со своими фазовыми скоростями 

),(0 ϕθλS  и взаимно перпендикулярными смещениями. В общем случае 
ни одно из этих смещений не совпадает ни с нормалью к фронту волны, 
ни с перпендикулярным направлением к нормали: т.е. волны не явля-
ются ни чисто продольными, ни чисто поперечными [42,47]. Однако в 
симметричных направлениях, таких как [100], [110] и [111], распро-
страняются чистые моды, причем в направлениях типа [100] и [111] 
поперечные моды вырождены (см. рис. 1.1). Для упругоизотропных 
сред параметр k равен единице, и поперечные моды вырождены для 
всех направлений. Как видно из рисунков 1.1, для кубических кристал-
лов скорости звука и, соответственно, спектры фононов существенно 
отличаются от изотропных сред. Следует отметить, что анизотропия 
спектра и наличие точек вырождения в колебательных модах попереч-
ных фононов приводит к существенным отличиям частот релаксации 



251.1. Динамические характеристики фононов в кубических кристаллах 

фононов в ангармонических процессах рассеяния в кубических кри-
сталлах от изотропных сред [38,49].

Важную роль в анизотропии спектра и угловых зависимостей векторов 
поляризации фононов играет абсолютная величина и знак параметра

Рис. 1.1. Угловые зависимости скоростей звука ),(0 ϕθλS  (105 см/с), в кристаллах 
Si (а, в) и KCl (б, г) для волнового вектора, лежащего в плоскости грани куба  

(φ = 0) (а, б) и в диагональной плоскости (φ = π/4) (в, г). Кривые 1 – для квази-
продольных волн, кривые 2 и 3 – для квазипоперечных мод t1 и t2, соответственно. 

Штриховые кривые – аппроксимация (1.32)
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Важную роль в анизотропии спектра и угловых зависимостей векторов поляризации 
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Рис. 1.1 Угловые зависимости скоростей звука ),(0 ϕθλS (105 см/с), в кристаллах Si (а, в) и 
KCl (б, г) для волнового вектора, лежащего в плоскости грани куба (φ = 0) (а, б) и в 
диагональной плоскости (φ = π/4) (в, г). Кривые 1 – для квазипродольных волн, кривые 2 и 3 
– для квазипоперечных мод t1 и t2, соответственно. Штриховые кривые – аппроксимация 
(1.32).

второго порядка (см. таблицу 1.2). К первому типу относятся кристаллы Ge, Si, алмаза, GaSb

и т.д. (см. таблицу 1.2). Для них в направлениях [100] скорость продольных фононов –

минимальна, а поперечных фононов – максимальна, тогда как в направлениях [111] скорость 

. В соответствии со знаком величины k-1 все 
кубические кристаллы могут быть разделены на кристаллы с положительной 
k-1>0 и отрицательной k-1<0 анизотропией упругих модулей второго поряд-
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ка (см. таблицу 1.2). К первому типу относятся кристаллы Ge, Si, алмаза, 
GaSb и т.д. (см. таблицу 1.2). Для них в направлениях [100] скорость продоль-
ных фононов – минимальна, а поперечных фононов – максимальна, тогда как 
в направлениях [111] скорость продольных фононов – максимальна, а попе-
речных фононов – минимальна в направлениях [110] (см. рис. 1.1 а, в): 
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Таблица 1.2. Упругие модули второго порядка ijc (1012 дин/см2) и классификация 

кубических кристаллов в соответствии с параметром анизотропии k−1 (плотность ρ (г/см3)). 
Данные взяты из работ [46, 50-59].
Тип Кристалл 11c 12c 44c ρ k−1 Степень 

ионности связи
I Ge 1.289 0.483 0.671 5.32 0.87 0

Si 1.677 0.65 0.804 2.3301 0.67 0
Алмаз 10.76 1.25 5.76 3.512 0.40 0

GaAs 1.1904 0.5384 0.5952 5.317 0.90 0.12
HgSe 0.69 0.51 0.23 8.26 0.61 0.15
GaN 2.93 1.59 1.55 6.15 1.275 0.43
GaSb 0.885 0.404 0.433 5.62 0.85 0.26
InSb 0.672 0.367 0.302 5.76 0.81 0.32
LiF 1.246 0.424 0.649 2.646 0.78 0.92
MgO 3.0617 0.9378 1.5758 3.58 0.69 0.84
YAG 3.281 1.064 1.137 4.55 0.03
Na 0.0615 0.0469 0.0592 1.01 45.13 Металл
Li 0.148 0.125 0.108 0.55 4.825 >>
K 0.0457 0.0374 0.0263 0.91 2.284 >>
Cu 1.684 1.214 0.754 8.94 1.116 >>
Ag 1.22 0.915 0.448 10.49 0.766 >>
Pb 0.466 0.392 0.144 11.34 0.655 >>
Ni 2.465 0.473 1.247 8.9 0.412 >>
Au 1.86 1.57 0.42 19.32 0.382 >>
Al 1.069 0.626 0.285 2.7 0.162 >>

II KCl 0.398 0.062 0.0625 1.98 -0.63 0.95
NaCl 0.575 0.099 0.133 2.214 -0.48 0.94
PbS 1.27 0.298 0.248 7.5 -0.466 0.20
CaF2 1.74 0.56 0.359 3.211 -0.33 0.89
SrF2 1.24 0.43 0.31 2.44 -0.204 0.89
YIG 2.69 1.077 0.764 5.17 -0.04
Mo 4.6 1.76 1.1 10.19 -0.183 Металл
W 5.01 1.98 1.514 19.2 -0.001 Металл

Ко второму типу кубических кристаллов (k–1<0) относятся кристаллы KCl, NaCl, и т.д. (см. 

таблицу 1.2). Как видно из сравнения рисунков 1.1 а, б и 1.1 в, г, вид спектров колебательных 

ветвей для кристаллов первого и второго типа качественно отличается тогда, как внутри 

одного типа кристаллов спектры фононов отличаются лишь количественно. Для этих 

кристаллов, в противоположность кристаллам первого типа, скорость продольных фононов 
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продольных фононов – максимальна, а поперечных фононов – минимальна в направлениях 

[110] (см. рис. 1.1 а, в):
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Таблица 1.2. Упругие модули второго порядка ijc (1012 дин/см2) и классификация 

кубических кристаллов в соответствии с параметром анизотропии k−1 (плотность ρ (г/см3)). 
Данные взяты из работ [46, 50-59].
Тип Кристалл 11c 12c 44c ρ k−1 Степень 

ионности связи
I Ge 1.289 0.483 0.671 5.32 0.87 0

Si 1.677 0.65 0.804 2.3301 0.67 0
Алмаз 10.76 1.25 5.76 3.512 0.40 0

GaAs 1.1904 0.5384 0.5952 5.317 0.90 0.12
HgSe 0.69 0.51 0.23 8.26 0.61 0.15
GaN 2.93 1.59 1.55 6.15 1.275 0.43
GaSb 0.885 0.404 0.433 5.62 0.85 0.26
InSb 0.672 0.367 0.302 5.76 0.81 0.32
LiF 1.246 0.424 0.649 2.646 0.78 0.92
MgO 3.0617 0.9378 1.5758 3.58 0.69 0.84
YAG 3.281 1.064 1.137 4.55 0.03
Na 0.0615 0.0469 0.0592 1.01 45.13 Металл
Li 0.148 0.125 0.108 0.55 4.825 >>
K 0.0457 0.0374 0.0263 0.91 2.284 >>
Cu 1.684 1.214 0.754 8.94 1.116 >>
Ag 1.22 0.915 0.448 10.49 0.766 >>
Pb 0.466 0.392 0.144 11.34 0.655 >>
Ni 2.465 0.473 1.247 8.9 0.412 >>
Au 1.86 1.57 0.42 19.32 0.382 >>
Al 1.069 0.626 0.285 2.7 0.162 >>

II KCl 0.398 0.062 0.0625 1.98 -0.63 0.95
NaCl 0.575 0.099 0.133 2.214 -0.48 0.94
PbS 1.27 0.298 0.248 7.5 -0.466 0.20
CaF2 1.74 0.56 0.359 3.211 -0.33 0.89
SrF2 1.24 0.43 0.31 2.44 -0.204 0.89
YIG 2.69 1.077 0.764 5.17 -0.04
Mo 4.6 1.76 1.1 10.19 -0.183 Металл
W 5.01 1.98 1.514 19.2 -0.001 Металл

Ко второму типу кубических кристаллов (k–1<0) относятся кристаллы KCl, NaCl, и т.д. (см. 

таблицу 1.2). Как видно из сравнения рисунков 1.1 а, б и 1.1 в, г, вид спектров колебательных 

ветвей для кристаллов первого и второго типа качественно отличается тогда, как внутри 

одного типа кристаллов спектры фононов отличаются лишь количественно. Для этих 

кристаллов, в противоположность кристаллам первого типа, скорость продольных фононов 

 (1.31)

Таблица 1.2 
Упругие модули второго порядка cij (1012 дин/см2) и классификация 

кубических кристаллов в соответствии с параметром анизотропии k−1 
(плотность ρ (г/см3)). Данные взяты из работ [46, 50-59].

Тип Кристалл c11 c12 c44 ρ k−1 Степень 
ионности связи

I Ge 1.289 0.483 0.671 5.32 0.87 0
Si 1.677 0.65 0.804 2.3301 0.67 0

Алмаз 10.76 1.25 5.76 3.512 0.40 0
GaAs 1.1904 0.5384 0.5952 5.317 0.90 0.12
HgSe 0.69 0.51 0.23 8.26 0.61 0.15
GaN 2.93 1.59 1.55 6.15 1.275 0.43
GaSb 0.885 0.404 0.433 5.62 0.85 0.26
InSb 0.672 0.367 0.302 5.76 0.81 0.32
LiF 1.246 0.424 0.649 2.646 0.78 0.92
MgO 3.0617 0.9378 1.5758 3.58 0.69 0.84
YAG 3.281 1.064 1.137 4.55 0.03
Na 0.0615 0.0469 0.0592 1.01 45.13 Металл
Li 0.148 0.125 0.108 0.55 4.825 >>
K 0.0457 0.0374 0.0263 0.91 2.284 >>
Cu 1.684 1.214 0.754 8.94 1.116 >>
Ag 1.22 0.915 0.448 10.49 0.766 >>
Pb 0.466 0.392 0.144 11.34 0.655 >>
Ni 2.465 0.473 1.247 8.9 0.412 >>
Au 1.86 1.57 0.42 19.32 0.382 >>
Al 1.069 0.626 0.285 2.7 0.162 >>

II KCl 0.398 0.062 0.0625 1.98 -0.63 0.95
NaCl 0.575 0.099 0.133 2.214 -0.48 0.94
PbS 1.27 0.298 0.248 7.5 -0.466 0.20
CaF2 1.74 0.56 0.359 3.211 -0.33 0.89
SrF2 1.24 0.43 0.31 2.44 -0.204 0.89
YIG 2.69 1.077 0.764 5.17 -0.04
Mo 4.6 1.76 1.1 10.19 -0.183 Металл
W 5.01 1.98 1.514 19.2 -0.001 Металл
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Ко второму типу кубических кристаллов (k–1<0) относятся кри-
сталлы KCl, NaCl, и т.д. (см. таблицу 1.2). Как видно из сравнения 
рисунков 1.1 а, б и 1.1 в, г, вид спектров колебательных ветвей для 
кристаллов первого и второго типа качественно отличается тогда, 
как внутри одного типа кристаллов спектры фононов отличаются 
лишь количественно. Для этих кристаллов, в противоположность 
кристаллам первого типа, скорость продольных фононов макси-
мальна в направлении типа [100] и минимальна в направлении [111], 
скорость поперечных фононов максимальна в направлении [110] и 
минимальна в направлении [100] (см. рис. 1.1б, г). Хотя Ge, Si и ал-
маз, входящие в первую группу кубических кристаллов, являются 
ковалентными, а KCl, NaCl и CaF2 являются ионными кристаллами, 
проведенное нами разделение кубических кристаллов по их упру-
гим свойствам на два типа не связано с характером их химической 
связи. Следует отметить, что в первую группу попали полупрово-
дниковые кристаллы GaSb и InSb, а также ионные соединения LiF и 
MgO. Отметим, что металлы кубической симметрии также попали 
как в первую, так и во вторую группу. По-видимому, нет другого 
физического критерия, позволяющего разделить кубические кри-
сталлы на два типа, кроме, как из анализа уравнений Кристофеля, 
приведенного выше (см. также [44]).

Отклонение скоростей звука в кубических кристаллах, таких как 
Ge, от упругоизотропных сред относительно невелико – оно не превы-
шает 23%. Это позволяет учитывать анизотропию спектра по теории 
возмущений. Для упрощения аналитических расчетов частот релакса-
ции фононов с учетом кубической анизотропии выражения для скоро-
стей звука (1.28) с хорошей точностью могут быть аппроксимированы 
в линейном приближении по кубическим гармоникам ),( ϕθξ  и ),( ϕθη  
следующим образом:

{ }),(),(1),( 21]100[0 ϕθηϕθξϕθ λλλλ aaSS ++= .               (1.32)

Коэффициенты λ
1a  и λ

2a  находятся из условия, что во всех кри-
сталлографических направлениях типа [100], [110] и [111] выражения 
(1.32) совпадают с точным решением:
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максимальна в направлении типа [100] и минимальна в направлении [111], скорость 

поперечных фононов максимальна в направлении [110] и минимальна в направлении [100] 
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группу. По-видимому, нет другого физического критерия, позволяющего разделить 

кубические кристаллы на два типа, кроме, как из анализа уравнений Кристофеля, 

приведенного выше (см. также [44]).
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Проведенный анализ показал, что аппроксимация, определяемая формулами (1.32) и (1.33)

(см. рис. 1.1, штриховые линии), хорошо воспроизводит все особенности колебательных 

ветвей фононов в кубических кристаллах для произвольного направления. Погрешность 

аппроксимации для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба, составляет 

примерно 1% для Si и 2% для KCl, тогда как для диагонального сечения максимальная 

погрешность увеличивается до 3% для Si и 7% для KCl.

Что касается векторов поляризации фононов, то для произвольного направления (не 

совпадающего ни с одним из симметричных направлений) в кубических кристаллах 

распространяются квазипродольные или квазипоперечные колебания. При этом вклад 
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максимальна в направлении типа [100] и минимальна в направлении [111], скорость 

поперечных фононов максимальна в направлении [110] и минимальна в направлении [100] 

(см. рис. 1.1б, г). Хотя Ge, Si и алмаз, входящие в первую группу кубических кристаллов, 

являются ковалентными, а KCl, NaCl и CaF2 являются ионными кристаллами, проведенное 

нами разделение кубических кристаллов по их упругим свойствам на два типа не связано с 

характером их химической связи. Следует отметить, что в первую группу попали 

полупроводниковые кристаллы GaSb и InSb, а также ионные соединения LiF и MgO.

Отметим, что металлы кубической симметрии также попали как в первую, так и во вторую 

группу. По-видимому, нет другого физического критерия, позволяющего разделить 

кубические кристаллы на два типа, кроме, как из анализа уравнений Кристофеля, 

приведенного выше (см. также [44]).

Отклонение скоростей звука в кубических кристаллах, таких как Ge, от 

упругоизотропных сред относительно невелико – оно не превышает 23%. Это позволяет 

учитывать анизотропию спектра по теории возмущений. Для упрощения аналитических 

расчетов частот релаксации фононов с учетом кубической анизотропии выражения для 

скоростей звука (1.28) с хорошей точностью могут быть аппроксимированы в линейном 

приближении по кубическим гармоникам ),( ϕθξ и ),( ϕθη следующим образом:

{ }),(),(1),( 21]100[0 ϕθηϕθξϕθ λλλλ aaSS ++= . (1.32)

Коэффициенты λ
1a и λ

2a находятся из условия, что во всех кристаллографических 

направлениях типа [100], [110] и [111] выражения (1.32) совпадают с точным решением:
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Проведенный анализ показал, что аппроксимация, определяемая формулами (1.32) и (1.33)
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погрешность увеличивается до 3% для Si и 7% для KCl.
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приведенного выше (см. также [44]).
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Проведенный анализ показал, что аппроксимация, определяемая формулами (1.32) и (1.33)

(см. рис. 1.1, штриховые линии), хорошо воспроизводит все особенности колебательных 

ветвей фононов в кубических кристаллах для произвольного направления. Погрешность 

аппроксимации для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба, составляет 

примерно 1% для Si и 2% для KCl, тогда как для диагонального сечения максимальная 

погрешность увеличивается до 3% для Si и 7% для KCl.

Что касается векторов поляризации фононов, то для произвольного направления (не 

совпадающего ни с одним из симметричных направлений) в кубических кристаллах 

распространяются квазипродольные или квазипоперечные колебания. При этом вклад 
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Проведенный анализ показал, что аппроксимация, определяемая фор-
мулами (1.32) и (1.33) (см. рис. 1.1, штриховые линии), хорошо воспроиз-
водит все особенности колебательных ветвей фононов в кубических кри-
сталлах для произвольного направления. Погрешность аппроксимации 
для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба, составляет при-
мерно 1% для Si и 2% для KCl, тогда как для диагонального сечения мак-
симальная погрешность увеличивается до 3% для Si и 7% для KCl.

Рис. 1.2. Угловые зависимости величин Lδ  и 2tδ , характеризующих отклонения 
векторов поляризации от чистых мод, для волновых векторов, лежащих в 

плоскости грани куба (a) и в диагональной плоскости (б). 1,1’ – для кристаллов Si, 
2,2’ – для NaCl. 1,2 - для квазипоперечных мод и 1’,2’ – для квазипродольных мод

Что касается векторов поляризации фононов, то для произвольно-
го направления (не совпадающего ни с одним из симметричных на-
правлений) в кубических кристаллах распространяются квазипродоль-
ные или квазипоперечные колебания. При этом вклад поперечной ком-
поненты в квазипродольные колебания в кубических кристаллах и пер-
вого, и второго типа мал, и им можно пренебречь. Оценки показывают 



291.1. Динамические характеристики фононов в кубических кристаллах 

(см. рис 1.2, кривые 1’ и 2’), что величина ( ) LL δ−=1ne  мало отличает-
ся от единицы, при этом параметр 0.02<Lδ  для кристаллов типа Ge, 
Si, алмаза, GaSb, и 0.03<Lδ  для кристаллов типа KCl. Ситуация с век-
торами поляризации квазипоперечных колебаний в общем случае бо-
лее сложная, и продольная составляющая для квазипоперечных мод 
может быть значительной. В литературе этот вопрос относится к слабо 
изученным. 

Поэтому далее мы рассмотрим угловые зависимости векторов по-
ляризации для двух наиболее актуальных случаев, а именно: (1) для 
волновых векторов, лежащих в плоскостях граней куба, (2) для волно-
вых векторов, лежащих в диагональных плоскостях. Для волнового 
вектора фонона, расположенного в плоскости XZ, величина 
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поперечной компоненты в квазипродольные колебания в кубических кристаллах и первого, и 

второго типа мал, и им можно пренебречь. Оценки показывают (см. рис 1.2, кривые 1’ и 2’), 

что величина ( ) LL δ−=1ne мало отличается от единицы, при этом параметр 0.02<Lδ для 

кристаллов типа Ge, Si, алмаза, GaSb, и 0.03<Lδ для кристаллов типа KCl. Ситуация с 

векторами поляризации квазипоперечных колебаний в общем случае более сложная, и 

продольная составляющая для квазипоперечных мод может быть значительной. В 

литературе этот вопрос относится к слабо изученным. 
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Рис. 1.2. Угловые зависимости величин Lδ и 2tδ , характеризующих отклонения векторов 
поляризации от чистых мод, для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба (a) и в 
диагональной плоскости (б). 1,1’ – для кристаллов Si, 2,2’ – для NaCl. 1,2 - для 
квазипоперечных мод и 1’,2’ – для квазипродольных мод.
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второго типа мал, и им можно пренебречь. Оценки показывают (см. рис 1.2, кривые 1’ и 2’), 

что величина ( ) LL δ−=1ne мало отличается от единицы, при этом параметр 0.02<Lδ для 

кристаллов типа Ge, Si, алмаза, GaSb, и 0.03<Lδ для кристаллов типа KCl. Ситуация с 

векторами поляризации квазипоперечных колебаний в общем случае более сложная, и 

продольная составляющая для квазипоперечных мод может быть значительной. В 

литературе этот вопрос относится к слабо изученным. 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

δλ

θ

(а)

1

1'

2

2'

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

δλ

θ

(б)

1

1'

2

2'

Рис. 1.2. Угловые зависимости величин Lδ и 2tδ , характеризующих отклонения векторов 
поляризации от чистых мод, для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба (a) и в 
диагональной плоскости (б). 1,1’ – для кристаллов Si, 2,2’ – для NaCl. 1,2 - для 
квазипоперечных мод и 1’,2’ – для квазипродольных мод.
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поперечной компоненты в квазипродольные колебания в кубических кристаллах и первого, и 

второго типа мал, и им можно пренебречь. Оценки показывают (см. рис 1.2, кривые 1’ и 2’), 
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продольная составляющая для квазипоперечных мод может быть значительной. В 

литературе этот вопрос относится к слабо изученным. 
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квазипоперечных мод и 1’,2’ – для квазипродольных мод.
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поперечной компоненты в квазипродольные колебания в кубических кристаллах и первого, и 

второго типа мал, и им можно пренебречь. Оценки показывают (см. рис 1.2, кривые 1’ и 2’), 

что величина ( ) LL δ−=1ne мало отличается от единицы, при этом параметр 0.02<Lδ для 

кристаллов типа Ge, Si, алмаза, GaSb, и 0.03<Lδ для кристаллов типа KCl. Ситуация с 

векторами поляризации квазипоперечных колебаний в общем случае более сложная, и 

продольная составляющая для квазипоперечных мод может быть значительной. В 

литературе этот вопрос относится к слабо изученным. 
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Рис. 1.2. Угловые зависимости величин Lδ и 2tδ , характеризующих отклонения векторов 
поляризации от чистых мод, для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба (a) и в 
диагональной плоскости (б). 1,1’ – для кристаллов Si, 2,2’ – для NaCl. 1,2 - для 
квазипоперечных мод и 1’,2’ – для квазипродольных мод.
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где eθ – угол между вектором поляризации 2te и осью Z. Итак, мода 1tε является чисто 

поперечной с вектором поляризации, направленным перпендикулярно рассматриваемой 

плоскости XZ. Она является быстрой для кубических кристаллов с положительной 

анизотропией второго порядка (k−1 > 0) и медленной для кристаллов с отрицательной 

анизотропией (k−1< 0). Мода 2tε в общем случае является смешанной поперечно-

продольной модой. Для нее вектор поляризации лежит в плоскости XZ. Причем в кристаллах 

I типа (Ge, Si) она соответствует медленной моде, а в кубических кристаллах второго типа 

(KCl, NaCl) она является быстрой поперечной модой (см. рис. 1.1). Величина 2tδ

характеризует отклонение вектора поляризации 2te от чистой моды. Максимальные значения 

продольных компонент этой моды 2tδ составляют 15.5% для кристаллов Ge и достигают 

24% для KCl. Абсолютные значения величины k-1, которые характеризуют анизотропию 

упругих свойств кубических кристаллов, убывают при переходе от кристаллов Ge к Si,

алмазу и кристаллам YAG, поэтому максимальные значения 2tδ уменьшаются до 12.6% для 

кристаллов Si, 8.4% для алмаза, 9.1% для NaCl и исчезающе малых значений для YAG и YIG.

Из рисунка 1.3а видно, что значения x-компонент векторов поляризации 2te

квазипоперечных мод в кристаллах Si и NaCl (кривые 1 и 2) и соответствующих им 

компонент чистой моды ( )θθ sin,0,cos2
0 −=te , для которой величина ( ) 0,2

0 =net для обоих 

видов кристаллов, отличаются более значительно, чем величины 2tδ . Как видно из рисунков 

1.2 и 1.3, для кристаллов I типа (Ge, Si) в области углов 0<θ <π/4 угол eθ между волновым 

вектором и вектором поляризации 2te превосходит значение π/2, и величина 02 <tδ , а для 

области углов π/4<θ <π/2 угол eθ меньше π/2, и величина 02 >tδ . Для кристаллов II типа 

(KCl, NaCl) ситуация обратная (см. рис. 1.2 и 1.3, кривые 2). 

Более интересные результаты дает анализ спектра и векторов поляризации для 

диагонального сечения: ϕ=π/4, ( )θθθ cos,2/sin,2/sin=n , ( )22 2/312 xx nn −=ξ ,

( )24 21 xx nn −=η . В этом случае кубическое уравнение (1.27) может быть факторизовано для 

функции 2)1( xx nk −+= εψ :
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где eθ  – угол между вектором поляризации 2te  и осью Z. Итак, мода 1tε  
является чисто поперечной с вектором поляризации, направленным 
перпендикулярно рассматриваемой плоскости XZ. Она является бы-
строй для кубических кристаллов с положительной анизотропией вто-
рого порядка (k−1 > 0) и медленной для кристаллов с отрицательной 
анизотропией (k−1< 0). Мода 2tε  в общем случае является смешанной 
поперечно-продольной модой. Для нее вектор поляризации лежит в 
плоскости XZ. Причем в кристаллах I типа (Ge, Si) она соответствует 
медленной моде, а в кубических кристаллах второго типа (KCl, NaCl) 
она является быстрой поперечной модой (см. рис. 1.1). Величина 2tδ  
характеризует отклонение вектора поляризации 2te  от чистой моды. 
Максимальные значения продольных компонент этой моды 2tδ  состав-
ляют 15.5% для кристаллов Ge и достигают 24% для KCl. Абсолютные 
значения величины |k-1|, которые характеризуют анизотропию упругих 
свойств кубических кристаллов, убывают при переходе от кристаллов 
Ge к Si, алмазу и кристаллам YAG, поэтому максимальные значения 

2tδ  уменьшаются до 12.6% для кристаллов Si, 8.4% для алмаза, 9.1% 
для NaCl и исчезающе малых значений для YAG и YIG. 

Из рисунка 1.3а видно, что значения x-компонент векторов поляри-
зации 2te  квазипоперечных мод в кристаллах Si и NaCl (кривые 1 и 2) 
и соответствующих им компонент чистой моды ( )θθ sin,0,cos2

0 −=te , 
для которой величина ( ) 0,2

0 =net  для обоих видов кристаллов, отлича-
ются более значительно, чем величины 2tδ . Как видно из рисунков 1.2 
и 1.3, для кристаллов I типа (Ge, Si) в области углов 0< eθ  <π/4 угол eθ  
между волновым вектором и вектором поляризации 2te  превосходит 
значение π/2, и величина 02 <tδ , а для области углов π/4<θ<π/2 угол eθ  
меньше π/2, и величина 02 >tδ . Для кристаллов II типа (KCl, NaCl) 
ситуация обратная (см. рис. 1.2 и 1.3, кривые 2). 

Более интересные результаты дает анализ спектра и векторов поляри-
зации для диагонального сечения: φ=π/4, ( )θθθ cos,2/sin,2/sin=n , 

( )22 2/312 xx nn −=ξ , ( )24 21 xx nn −=η . В этом случае кубическое уравне-
ние (1.27) может быть факторизовано для функции 2)1( xx nk −+= εψ :

[ ] 0)13()1(2))1(31( 2222 =−−+−+− xxxxxx nnkknkψψψ .          (1.37)

Одно из решений этого уравнения 01 =t
xψ  дает:
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Проведенный анализ показал, что вектор поляризации для этой 
моды перпендикулярен диагональной плоскости, и это решение явля-
ется единственным:

( ) ( ) .0,,0,2/1,2/1 11 =−= nee tt

                     
(1.39)

Рис. 1.3. Угловые зависимости х-компоненты векторов поляризации et2 
квазипоперечных мод в кристаллах Si (кривые 1) и NaCl (кривые 2) для волновых 

векторов в плоскости грани куба (а) и в диагональной плоскости (б). 
Штриховые линии 3 – для соответствующих компонент чистых мод

Таким образом, эта мода является чисто поперечной, несмотря на 
то, что спектр фононов для нее является анизотропным (см. рис. 1.1 в,г). 
Этот результат может показаться неожиданным на первый взгляд, по-
скольку согласно представлениям, основанным на модели изотропной 
среды, следует, что чистым модам соответствуют изотропные спектры 
колебательных ветвей, а анизотропия спектра поперечных колебатель-
ных мод должна приводить к отклонению от взаимной перпендикуляр-
ности волнового вектора фонона и вектора поляризации. Однако из 
симметрийного анализа упругих волн в кристаллах [42] следует, что 
для волновых векторов, лежащих в плоскости симметрии или в плоско-
сти, перпендикулярной оси симметрии четного порядка, одна из трех 
нормальных волн будет чисто поперечной, а ее смещение будет перпен-
дикулярным рассматриваемой плоскости. Диагональная плоскость 
(φ=π/4) является как раз плоскостью симметрии кубического кристал-
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ла, поэтому полученный выше результат согласуется с анализом, про-
веденным в [42]. Отметим, что мода 1tε  является быстрой для кубиче-
ских кристаллов I типа (и медленной для кристаллов II типа) в области 
углов ]111[]111[ θθθ <<−  и ]111[]111[ θπθθπ +<<−  ( ]111[θ – угол между 
осью Z и направлением [111]), а в области углов ]111[]111[ θπθθ −<<  и 

]111[]111[ 2 θπθθπ −<<+  она является медленной для кубических кри-
сталлов I типа (и быстрой для кристаллов II типа). 

Два других решения уравнений (1.37) соответствуют продольной и 
второй поперечной моде:
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Мода 2tε  в общем случае является смешанной поперечно-про-
дольной модой. Отметим, что мода 2tε  является медленной для куби-
ческих кристаллов I типа (и быстрой для кристаллов II типа) в области 
углов ]111[]111[ θθθ <<−  и ]111[]111[ θπθθπ +<<− , а в области углов 

]111[]111[ θπθθ −<<  и ]111[]111[ 2 θπθθπ −<<+  она является быстрой для 
кубических кристаллов I типа (и медленной для кристаллов II типа) 
(см. рис. 1.1). Таким образом, в направлении [111] происходит не каса-
ние верхней и нижней поперечных ветвей, а пересечение поперечных 
мод. Итак, разделение поперечных мод на быстрые и медленные в этом 
случае не является физически корректным, и при классификации попе-
речных мод необходимо учитывать их вектора поляризации. Вектор 
поляризации для моды 2tε  лежит в диагональной плоскости и имеет 
вид:
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Максимальное значение продольной компоненты этой моды 2tδ  
составляет 16.5% для кристаллов Ge и достигает 27% для кристалла 
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KCl (см. рис. 1.2). Поскольку анизотропия упругих свойств кубических 
кристаллов убывает при переходе от кристаллов Ge к кристаллам Si, 
алмаза и YAG, то максимальные значения 2tδ  уменьшаются до 13.8% 
для кристаллов Si, 9.3% для алмаза, 10.4% для NaCl и 0.6% для YAG. 

Из рисунка 1.3б видно, что величины x-компонент векторов поля-
ризации 2te  квазипоперечных мод в кристаллах Ge и NaCl (кривые 1  
и 2) и соответствующих им компонент для чистой моды 

( )θθθ sin,2/cos,2/cos2
0 −=te , для которой величина ( ) 02

0 =net  для 
обоих видов кристаллов, отличаются более значительно, чем величины 

2tδ . Из выражений (1.41) следует, что z-компоненты векторов поляри-
зации 2te  могут быть однозначно определены через x-компоненты. По-
этому мы их не приводим. Как видно из рисунков 1.2 и 1.3, (кривые 1) 
для кристаллов I типа (Ge, Si) в области углов 0<θ <π/4 угол 2tθ  превос-
ходит π/2, и величина 02 <tδ , а для области углов π/4<θ <π/2 угол 2tθ  
меньше π/2, и величина 02 >tδ . Для кристаллов II типа (KCl, NaCl) 
ситуация со знаками величины 2tδ  обратная (см. рис. 1.2 и 1.3, кривые 2). 
Итак, поведение векторов поляризации в кристаллах I и II типа суще-
ственно различается.

Проведенный анализ показал, что для волновых векторов, лежа-
щих в плоскостях с углом φ ≠ 0, π/4, 3π/4, 5π/4, 7π/4, обе квазипопереч-
ные моды являются смешанными поперечно-продольными модами с 
точкой вырождения в направлении [001]. Они могут быть классифици-
рованы как «быстрые» и «медленные» моды, поскольку 

( ) ( )ϕθϕθ ,, 21 tt SS ≥ . Их вектора поляризации 1te  и 2te  в значительной 
степени отличаются от векторов поляризации чистых мод 

)0,cos,sin(1
0 ϕϕ−=te  (перпендикулярного плоскости φ = const) и  

вектора )sin,sincos,cos(cos2
0 θϕθϕθ −=te  (лежащего в плоскости 

φ=const). Как видно из рисунка 1.4, вектор поляризации быстрой квази-
поперечной моды 1te  при θ → 0 стремится к вектору 1

0
te , т.е. к направ-

лению, перпендикулярному плоскости φ = const, а при увеличении угла 
θ он отклоняется от вектора 1

0
te  и при θ → π/2 стремится к вектору 2

0
te ,  

т.е. переходит в плоскость φ = const (см. рис. 1.4a). С другой стороны, 
вектор поляризации медленной моды 2te  при θ → 0 стремится к векто-
ру 2

0
te , лежащему в плоскости φ=const, а при увеличении угла θ он  

выходит из этой плоскости и при θ → π/2 стремится к вектору 1
0
te ,  

т.е. к направлению, перпендикулярному плоскости φ = const. 
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Чем ближе угол φ к значению π/4, тем более резко изменяются угловые 
зависимости компонент векторов поляризации et1 и et2 в окрестности 
угла ]111[θθ =  (см. рис. 1.4a). Максимальные значения продольных ком-
понент квазипоперечных мод 1tδ  и 2tδ  не превышают 17% для кри-
сталлов Ge и 27% для KCl. Однако величины и угловые зависимости 
компонент векторов поляризации 1te  и 2te  квазипоперечных мод и со-
ответствующих им чистых мод 1

0
te  и 2

0
te  отличаются более значитель-

но. Заметим, что вклад поперечной компоненты в квазипродольные 
колебания в этом случае также мал, и им можно пренебречь.

Рис. 1.4. Угловые зависимости z-компоненты векторов поляризации 1te  и 2te  (а) и 
величин 1tδ  и 2tδ  (б) для квазипоперечных мод в кристаллах Si. 1-3 ‒ для 
быстрой моды (εt1), 1’-3’ ‒ для медленной моды (εt2). 1,1’ ‒ для угла φ=π/4; 

2,2’ ‒ для угла φ=π/16; 3,3’ ‒ для угла φ=π/6. 
Штриховые линии ‒ для чистых поперечных мод

Можно отметить одно интересное следствие полученных результа-
тов. Поскольку электрон-фононное взаимодействие через потенциал 
деформации в металлах и полупроводниках пропорционально скаляр-
ному произведению ( )qeλ , то из-за наличия продольной компоненты в 
квазипоперечных колебаниях электроны могут «релаксировать» свой 
импульс на этих колебаниях. С другой стороны, квазипоперечные моды 
могут передавать свой импульс электронам и усиливать эффект элек-
трон-фононного увлечения в таких полупроводниковых кристаллах 
как Ge, Si, GaSb, HgSe и InSb.

Итак, основные результаты анализа динамических характеристик 
фононов в кубических кристаллах в модели анизотропного континуума 
могут быть сформулированы следующим образом [44]: 
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1) Все кубические кристаллы могут быть разделены на два типа: 
кристаллы с положительной и отрицательной анизотропией упругих 
модулей второго порядка. Вид спектра и поведение векторов поляриза-
ции колебательных мод для кристаллов первого и второго типа каче-
ственно отличаются. 

2) Вклад поперечной компоненты в квазипродольные колебания 
для кубических кристаллов и первого и второго типа мал, и им можно 
пренебречь.

3) При классификации поперечных мод необходимо учитывать их по-
ляризацию, а принятое в работах [46,47] разделение поперечных мод на бы-
стрые и медленные моды в ряде случаев не является физически корректным.

4) Для волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба или 
диагональной плоскости, поперечные моды с векторами поляризации, 
перпендикулярными этим плоскостям, являются чистыми модами, а 
колебательные моды с векторами поляризации, лежащими в указанных 
плоскостях, являются смешанными поперечно-продольными модами. 
Для квазипоперечных мод продольная компонента не является малой и 
должна учитываться при анализе поглощения ультразвука и фононного 
транспорта в кубических кристаллах. 

1.2. АППРоксИмАцИя сПекТРА ТеПЛоВых ФононоВ 
В кубИческИх кРИсТАЛЛАх

В выполненных к настоящему времени экспериментальных иссле-
дованиях спектр фононов в кубических кристаллах измерялся, как пра-
вило, только в симметричных направлениях [60-62]. Для анализа тем-
пературных зависимостей теплопроводности нам необходимо знать 
спектр фононов во всей зоне Бриллюэна. Модель анизотропного конти-
нуума позволяет решить эту задачу, но она справедлива только для вол-
новых векторов, гораздо меньших дебаевского волнового вектора qD. 
Основываясь на данных по неупругому рассеянию нейтронов [60,61], 
проведём аппроксимацию фононного спектра для кристаллов Si и Ge 
на всю зону Бриллюэна. Для этого представим его в виде [39,63] 

{ }),,(1),(0 ϕθϕθω λλλ xfqSq −=

...),(),(),(),,( 642 −+−= xCxBxAxf ϕθϕθϕθϕθ λλλλ          (1.42)
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Здесь функция ),,( ϕθλ xf  описывает дисперсию тепловых фоно-
нов, коэффициенты ),( ϕθλA , ),( ϕθλB  и ),( ϕθλC  характеризуют 
угловые зависимости спектра фононов, x=q/qmax - приведенный волно-
вой вектор, а qmax( ϕθ , ) - волновой вектор на границе зоны Бриллюэна. 
Для симметричных направлений в гранецентрированной кубической 
решетке (ГЦК) он имеет вид 
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где 1n , 2n , 3n – компоненты вектора n. В длинноволновом пределе x<<1 можно положить 

0),,( =ϕθλ xf . Тогда аппроксимация (1.42) переходит в модель анизотропного континуума 

(1.28), в которой анизотропия спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS .

Аппроксимация экспериментального спектра производится в два этапа. На первом 

этапе мы аппроксимируем экспериментально измеренный спектр фононов для 

симметричных направлений, используя разложение по степеням приведенного волнового 

вектора. Для этого зафиксируем углы ][ Iθθ = и ][ Iϕϕ = , соответствующие симметричным 

направлениям, где [I] = [100], [110] или [111], затем воспользуемся разложением 

экспериментального спектра по степеням приведенного волнового вектора x и найдем 

, (1.43)

где a – постоянная решетки (для кремния a=5.431 Å, для германия 
a=5.66 Å). Величина qmax( ϕθ , ) может быть определена следующими 
соотношениями 
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Аппроксимация экспериментального спектра производится в два этапа. На первом 

этапе мы аппроксимируем экспериментально измеренный спектр фононов для 

симметричных направлений, используя разложение по степеням приведенного волнового 

вектора. Для этого зафиксируем углы ][ Iθθ = и ][ Iϕϕ = , соответствующие симметричным 

направлениям, где [I] = [100], [110] или [111], затем воспользуемся разложением 

экспериментального спектра по степеням приведенного волнового вектора x и найдем 
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кристаллах.
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где 1n , 2n , 3n  – компоненты вектора n. В длинноволновом пределе 
x<<1 можно положить 0),,( =ϕθλ xf . Тогда аппроксимация (1.42) пере-
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направлениям, где [I] = [100], [110] или [111], затем воспользуемся раз-
ложением экспериментального спектра по степеням приведенного вол-
нового вектора x и найдем коэффициенты λ

][ IA , λ
][ IB , λ

][ IC  для каждой 
акустической моды. Значения этих коэффициентов приведены в табли-
це 1.3. Как видно из рисунка 1.5, аппроксимация спектра фононов в 
кристаллах в Si и Ge полиномом седьмой степени достаточно хорошо 
воспроизводит экспериментальные данные для всех колебательных 
мод в симметричных направлениях. Усредненная погрешность этой ап-
проксимации составляет 0.9% для продольных фононов, а для попереч-
ных – 1.3%. Как явствует из таблицы 1.3, влияние дисперсии на спектр 
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продольных фононов максимально в направлении [110] и минимально 
в направлении [100]: коэффициент LA ]101[ , характеризующий роль дис-
персии при x<<1 в направлении [110], превосходит коэффициенты 
LA ]001[  и LA ]111[  в 3.4 и 2.6 раза, соответственно. Заметим, что анизотро-

пия и эффекты, связанные с дисперсией, для продольных фононов в Si 
и Ge значительно меньше, чем для поперечных. Для поперечных мод 
при 0.5≤x≤1 имеются плоские участки, а поперечная мода t1 имеет мак-
симум при x = 0.9. Эти особенности приводят к появлению соответ-
ствующих пиков в плотности фононных состояний [60,61]. 

 

x x

(б)

Рис. 1.5. Зависимости спектра πων λλ 2=  в Si (a) и Ge (б) для продольных 
(кривые 1, 2, 3) и поперечных (кривые 4, 5, 6, 7) фононов от приведенного 

волнового вектора x=q/qmax при аппроксимации экспериментальных данных 
[60,61], обозначеных символами, полиномом седьмой степени для симметричных 
направлений: [100] ‒ кривые 1 и 4, [110] ‒ кривые 2, 5 и 6 (5-быстрая поперечная 

мода, 6-медленная), [111] – кривые 3 и 7

На втором этапе мы экстраполируем спектр фононов, измеренный 
для симметричных направлений, на всю зону Бриллюэна, используя 
разложение по кубическим гармоникам аналогично тому, как это сде-
лано в работах [39,44]. Согласно [44], выражения для скоростей звука, 
полученные в модели анизотропного континуума, с хорошей точно-
стью могут быть аппроксимированы в линейном приближении по ку-
бическим гармоникам ),( ϕθξ  и ),( ϕθη . Усредненная по всем направле-
ниям погрешность для Si составляет менее 1% (см. [44], рис. 2). Анало-
гично [39,44] представим коэффициенты ),(,),(,),( ϕθϕθϕθ λλλ CBA  для 
всей зоны Бриллюэна в линейном приближении по кубическим гармо-
никам ),( ϕθξ  и ),( ϕθη :



38 Глава 1. Распространение упругих волн и фокусировка фононов

33

2). Аналогично [39,44] представим коэффициенты ),(,),(,),( ϕθϕθϕθ λλλ CBA для всей зоны 

Бриллюэна в линейном приближении по кубическим гармоникам ),( ϕθξ и ),( ϕθη :

{ },),(),(1),( 21]001[ ϕθηϕθξϕθ λλλλ aaAA ++= (1.45)

{ }),(),(1),( 21]001[ ϕθηϕθξϕθ λλλλ bbBB ++= ,

{ }),(),(1),( 21]001[ ϕθηϕθξϕθ λλλλ ccCC ++= .

Учитывая, что для симметричных направлений типа [001] 0)0,0()0,0( ==ηξ , для 

направлений [101] 25.0)0,4/( =πξ , 0)0,4/( =πη , для направлений [111] 3/1)4/,( ]111[ =πθξ ,

27/1)4/,( ]111[ =πθη , для коэффициентов λ
ia , λ

ib , λ
ic найдем:

( ) λλλλ
]100[]100[]110[1 /4 AAAa −= , ( ) λλλλλ

]100[]100[]110[]111[2 /439 AAAAa +−= ,

( ) λλλλ
]100[]100[]110[1 /4 BBBb −= , ( ) λλλλλ

]100[]100[]110[]111[2 /439 BBBBb +−= , (1.46)

( ) λλλλ
]100[]100[]110[1 /4 CCCc −= , ( ) λλλλλ

]100[]100[]110[]111[2 /439 ССССс +−= .

Значения этих коэффициентов для кристаллов Si и Ge приведены в таблице 1.3. 

Таблица 1.3. Параметры, определяющие аппроксимацию спектра фононов в Si и Ge,
полученного из данных по неупругому рассеянию нейтронов на всю зону Бриллюэна [39, 
63].

Продольная мода Поперечные моды
Si Ge Si Ge Si Ge Si Ge

A[001 ]
L 0.27 0.20 La1 9.60 13.5 A[001 ]

t 1.35 1.45 1
1
ta -1.91 -1.91

B[ 001 ]
L 0.13 0.10 La2 -77.67 -116.2 B[ 001 ]

t 1.22 1.27 1
2
ta 17.25 16.71

C [001 ]
L 0.064 0.073 Lb1 18.21 25.9 C [001 ]

t 0.45 0.44 1
1
tb -1.63 -2.21

A[101 ]
L 0.91 0.87 Lb2 -129.44 -231.9 A[101 ]

t1 0.71 0.76 1
2
tb 14.94 21.49

B[101 ]
L 0.72 0.75 Lc1 8.86 9.64 B[101 ]

t1 0.72 0.57 1
1
tc -0.26 -1.43

C [101 ]
L 0.21 0.25 Lc2 -30.51 -80.9 C [101 ]

t1 0.43 0.28 1
2
tc 2.66 17.47

A[111 ]
L 0.35 0.24 A[101 ]

t2 0.90 0.98 2
1
ta -1.34 -1.29

B[111 ]
L 0.30 0.11 B[101 ]

t2 0.56 0.69 2
2
ta 12.12 11.11

C [111 ]
L 0.18 0.089 C [101 ]

t2 0.16 0.23 2
1
tb -2.18 -1.81

A[111 ]
t 1.35 1.42 2

2
tb 19.81 17.88

B[111 ]
t 1.23 1.34 2

1
tc -2.56 -1.92

C [111 ]
t 0.46 0.51 2

2
tc 23.44 21.84

Предложенная аппроксимация сохраняет кубическую анизотропию спектра, она позволяет 

анализировать изменение анизотропии спектра при переходе от случая длинных волн (x<<1) 

к случаю коротковолновых фононов (x∼1). 

                 (1.45)
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L 0.72 0.75 Lc1 8.86 9.64 B[101 ]

t1 0.72 0.57 1
1
tc -0.26 -1.43

C [101 ]
L 0.21 0.25 Lc2 -30.51 -80.9 C [101 ]

t1 0.43 0.28 1
2
tc 2.66 17.47

A[111 ]
L 0.35 0.24 A[101 ]

t2 0.90 0.98 2
1
ta -1.34 -1.29

B[111 ]
L 0.30 0.11 B[101 ]

t2 0.56 0.69 2
2
ta 12.12 11.11

C [111 ]
L 0.18 0.089 C [101 ]

t2 0.16 0.23 2
1
tb -2.18 -1.81

A[111 ]
t 1.35 1.42 2

2
tb 19.81 17.88

B[111 ]
t 1.23 1.34 2

1
tc -2.56 -1.92

C [111 ]
t 0.46 0.51 2

2
tc 23.44 21.84

Предложенная аппроксимация сохраняет кубическую анизотропию спектра, она позволяет 

анализировать изменение анизотропии спектра при переходе от случая длинных волн (x<<1) 

к случаю коротковолновых фононов (x∼1). 

(1.46)

Значения этих коэффициентов для кристаллов Si и Ge приведены в 
таблице 1.3. Предложенная аппроксимация сохраняет кубическую ани-
зотропию спектра, она позволяет анализировать изменение анизотро-
пии спектра при переходе от случая длинных волн (x<<1) к случаю ко-
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Сравнение спектров, рассчитанных согласно формулам (1.42) - 
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скости грани куба спектр акустических мод может быть уточнен. Для 
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]210[A , λ
]210[B , λ

]210[ÑC  (см. табли-
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Таблица 1.3
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гармоники возьмем ( )2),( ϕθξ . В этом случае выражения для коэффи-
циентов ),(,),(,),( ϕθϕθϕθ λλλ CBA  примут вид

 { },),(),(),(1),( 2
321]001[ ϕθξϕθηϕθξϕθ λλλλλ aaaAA +++=

{ }),(),(),(1),( 2
321]001[ ϕθξϕθηϕθξϕθ λλλλλ bbbBB +++=

{ }),(),(),(1),( 2
321]001[ ϕθξϕθηϕθξϕθ λλλλλ cccCC +++=

        (1.47)
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Учтем, что для направления [210] ( ) 25/4,2/ ]210[ =ϕπξ 25, 
( ) 0,2/ ]210[ =ϕπη . Тогда для коэффициентов λ

ia , λ
ib , λ

ic , определяющих 
спектр фононов с учетом квадратичного члена по кубическим гармони-
кам найдем: 

35

{ }),(),(),(1),( 2
321]001[ ϕθξϕθηϕθξϕθ λλλλλ cccCC +++= .

Учтем, что для направления [210] ( ) 25/4,2/ ]210[ =ϕπξ , ( ) 0,2/ ]210[ =ϕπη . Тогда для 

коэффициентов λ
ia , λ

ib , λ
ic , определяющих спектр фононов с учетом квадратичного члена по 

кубическим гармоникам найдем: 

( ) ( )λλλλλ
]100[]210[]110[]100[1 36/625256369 AAAAa +−−= , (1.48)

( ) ( )λλλλλλ
]100[]210[]111[]110[]100[2 12/625324832117 AAAAAa ++−−= ,

( ) ( )λλλλλ
]100[]210[]110[]100[3 9/2516925 AAAAa −+= ,

( ) ( )λλλλλ
]100[]210[]110[]100[1 36/625256369 BBBBb +−−= ,

( ) ( )λλλλλλ
]100[]210[]111[]110[]100[2 12/625324832117 BBBBBb ++−−= ,

( ) ( )λλλλλ
]100[]210[]110[]100[3 9/2516925 BBBBb −+= ,

( ) ( )λλλλλ
]100[]210[]110[]100[1 36/625256369 CCCCc +−−= ,

( ) ( )λλλλλλ
]100[]210[]111[]110[]100[2 12/625324832117 CCCCCc ++−−= ,

( ) ( )λλλλλ
]100[]210[]110[]100[3 9/2516925 CCCCc −+= .

Значения этих коэффициентов для кристалла Ge приведены в таблице 1.4.

Для того чтобы проиллюстрировать изменение аппроксимационного спектра 

фононных мод для волновых векторов в плоскости грани куба при учете квадратичного 

члена по кубическим гармоникам сравним, зависимости, приведенные на рисунках 1.6 и 1.7. 

Как видно из рисунков, учет гармоники ( )2),( ϕθξ позволяет существенно улучшить согласие 

результатов аппроксимации с экспериментальными данными на границе зоны Бриллюэна. 

При учете квадратичной гармоники максимальная погрешность аппроксмации спектра в 

плоскости грани куба уменьшается для продольных фононов с 17 до 4%, для быстрой моды 

погрешность остается равной 8%, а для медленной поперечной моды она уменьшается до 

5%. Таким образом мы показали, что при наличии экспериментальных данных для 

несимметричных сечений можно значительно уменьшить погрешность аппроксимации 

спектра включив в разложение члены более высокого порядка по кубическим гармоникам 

),( ϕθξ и ),( ϕθη .

В дальнейшем, чтобы не усложнять задачу расчета теплопроводности, ограничимся 

линейной по кубическим гармоникам аппроксимацией спектра согласно выражениям (1.45). 

В качестве примера рассмотрим изменение фазовой скорости фононов в Si при переходе от 

длинноволновых к коротковолновым фононам: 
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Значения этих коэффициентов для кристалла Ge приведены в та-
блице 1.4. Для того чтобы проиллюстрировать изменение аппроксима-
ционного спектра фононных мод для волновых векторов в плоскости 
грани куба при учете квадратичного члена по кубическим гармоникам 
сравним, зависимости, приведенные на рисунках 1.6 и 1.7. Как видно 
из рисунков, учет гармоники ( )2),( ϕθξ  позволяет существенно улуч-
шить согласие результатов аппроксимации с экспериментальными дан-
ными на границе зоны Бриллюэна. При учете квадратичной гармоники 
максимальная погрешность аппроксмации спектра в плоскости грани 
куба уменьшается для продольных фононов с 17 до 4%, для быстрой 
моды погрешность остается равной 8%, а для медленной поперечной 
моды она уменьшается до 5%. Таким образом мы показали, что при 
наличии экспериментальных данных для несимметричных сечений 
можно значительно уменьшить погрешность аппроксимации спектра 
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включив в разложение члены более высокого порядка по кубическим 
гармоникам ),( ϕθξ  и ),( ϕθη .

Таблица 1.4
Параметры, определяющие аппроксимацию спектра фононов в кри-

сталлах Ge на всю зону Бриллюэна с учетом направления [210].

Продольная мода Мода t1 Мода t2
λ

]102[A
λ
[210]B 1.05 1.17 1.10

λ
[210]B 1.22 1.13 1.06

λ
210][C 0.59 0.48 0.39

λ
1a 49.96 -0.68 -2.53

λ
2a -5.51 20.31 7.84

λ
3a -146.0 -5.55 4.16

λ
1b 148.84 -0.52 -1.93

λ
2b 136.82 25.03 17.03

λ
3b -491.6 -8.28 -1.4

λ
1c 105.3 -0.63 -2.43

λ
2c 206.1 19.59 18.04

λ
3c -382.6 -6.73 -0.83

В дальнейшем, чтобы не усложнять задачу расчета теплопрово-
дности, ограничимся линейной по кубическим гармоникам аппрокси-
мацией спектра согласно выражениям (1.45). В качестве примера рас-
смотрим изменение фазовой скорости фононов в Si при переходе от 
длинноволновых к коротковолновым фононам: 
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Рис. 1.6. Фононный спектр Ge c учетом дисперсии тепловых фононов в линейном 
приближении по кубическим гармоникам при x=0.2 (1), x=0.4 (2), x=0.6 (3), x=0.8 
(4), x=1 (5) в плоскости грани куба (a, б, в) и в диагональной плоскости (г, д, е). 

Продольная мода – а, г; t1 – б, д; t2 – в, е. 
Символы – экспериментальные значения [60,61]

{ }),,(1),(),,( 0 ϕθϕθϕθ λλλ xfSxS −= .              (1.49)

Как видно из рисунков 1.8, анизотропия фазовой скорости фоно-
нов качественно изменяется при переходе от модели анизотропного 
континуума x=0 (рис. 1.8, кривые 1) к фазовым скоростям на границе 
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Рис. 1.7. Фононный спектр Ge c учетом дисперсии тепловых фононов в квадра-
тичном приближении по кубическим гармоникам при x=0.2 (1), x=0.4 (2), 

x=0.6 (3), x=0.8 (4), x=1 (5) для волновых векторов в плоскости грани куба (a, б, в) 
и в диагональной плоскости (г, д, е). Продольная мода – a, г; t1 – б, д; t2 – в, е. 

Символы – экспериментальные значения [60,61]

зоны Бриллюэна x=1.0 (рис. 1.8, кривые 5). Если при x=0 в направлени-
ях [001] скорость продольных фононов – минимальна, а в направлени-
ях [111] – максимальна, то при x=1.0 максимальное значение остается в 
направлениях типа [111], для направлений [001] она значительно воз-
растает, однако остается на 6% меньше, чем в [111], тогда как мини-
мальное значение реализуется в направлениях [101] (см. рис. 1.8a). 
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Рис. 1.8. Угловые зависимости фазовых скоростей )0,,( θλ xS  (105 см/с) в 
кристаллах кремния для волновых векторов в плоскости грани куба: (a) ‒ для 
продольных, (б) – для быстрых и (в) – для медленных поперечных фононов от 

угла q при значениях приведенного волнового вектора x=0 (кривые 1), x=0.4 
(кривые 2), x=0.6 (кривые 3), x=0.8 (кривые 4), x=1 (кривые 5)

Качественно изменяется и анизотропия фазовых скоростей попе-
речных фононов обеих колебательных ветвей (см. рис. 1.8a и 1.8б). Так, 
например, для волновых векторов в плоскости грани куба быстрая мода 
t1 изотропна при x=0.01, но становится анизотропной при x=1.0 с мак-
симальной скоростью вдоль направления [101]. В противоположность 
этому медленная мода t2, являющаяся анизотропной в длинноволновом 
пределе x<<1, становится почти изотропной при x=1.0. Для продоль-
ных фононов дисперсия не приводит к качественному изменению спек-
тра, тогда как на поперечные фононы дисперсия оказывает более силь-
ное влияние (см. рис. 1.5). Для всех симметричных направлений у них 
появляются плоские участки спектра в коротковолновой области 
0.5<x<1, где групповая скорость имеет аномально малые величины  
(см. рис. 1.5). Как мы увидим далее, качественное изменение анизотро-
пии спектра тепловых фононов приводит к изменению направлений, в 
которых фокусируются фононы различных колебательных ветвей.

1.3. РАсчеТ ТеПЛоемкосТИ кРИсТАЛЛоВ Si И Ge с 
ИсПоЛьзоВАнИем АППРоксИмАцИонного 

сПекТРА ФононоВ

Проведем расчет теплоемкости кристаллов Si и Ge с использова-
нием модели анизотропного континуума и аппроксимационного спек-
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тра тепловых фононов в сответствии с формулами (1.28) и (1.42). Срав-
ним результаты расчета с экспериментальными данными [64,65]. Опре-
делим насколько предложенная нами аппроксимация спектра тепловых 
фононов улучшает согласие расчетов теплоемкости кристаллов Si и Ge 
с результатами [64,65] по сравнению с моделью анизотропного конти-
нуума. Выражение для молярной теплоемкости, согласно [9,41,66], 
имеет вид
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1.3. Расчет теплоемкости кристаллов Si и Ge с использованием 
аппроксимационного спектра фононов.
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рассчитанные в модели анизотропного континуума, хорошо согласуют-
ся с данными [64,65]. При более высоких температурах модель ани-
зотропного континуума дает завышенные значения для энергии фонон-
ных мод и, соответственно, заниженные значения теплоемкости для 
кристаллов Ge и Si. Причем, максимальное отклонение от эксперимен-
та для кристаллов Ge имеет место при Т = 15-30 К, а для Si – при  
Т = 25-55 К и составляет 55-65%. Для этих интервалов рассчитанные 
значения теплоемкости оказываются в 2.7 раза меньше эксперимен-
тальных данных [64,65] (см. рис. 1.9б, кривая 1а). Основной вклад в это 
отклонение вносит пренебрежением сильной дисперсией поперечных 
фононов (см. рисунок 1.5). Как видно из рисунка 1.5, при 2/Dqq >  

Рис. 1.9. Температурные зависимости молярной теплоемкости кристаллов Ge (а) 
и Si (б) в модели анизотропного континуума (кривые 1а, 2а, 3а, 4а) и с учетом 

дисперсии тепловых фононов (кривые 1, 2, 3, 4). Кривые 1 – полная теплоемкость, 
кривые 2 – для быстрой поперечной моды, кривые 3 – для медленной поперечной 

моды и кривые 4 – для продольной моды. Прямая Cν=3R=24.9 Дж/(моль К) ‒ 
классический закон Дюлонга и Пти (1.52). Символы – эксперимент [64,65]

спектр медленной моды выходит на плоский участок, что приводит к 
значительному увеличению вклада этой моды в теплоемкость. Из срав-
нения температурных зависимостей, расчитанных в модели анизотроп-
ного континуума (кривая 3) и учетом дисперсии с использованием ап-
проксимационного спектра (кривая 3а) видно, что в указанном интер-
вале вклад в теплоемкость от моды t2 возрастает в 2.5 раза, что значи-
тельно уменьшает расхождение результатов расчета с данными экспе-
римента. При этом расчет теплоемкости с использованием аппроксима-
ционного спектра тепловых фононов для кристаллов Ge при темпера-
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турах, меньших 20 К, а для Si, меньших 37 К согласуются с экспери-
ментальными данными в пределах погрешности, не превышающей 5%. 
При увеличении температуры возрастает роль коротковолновых фоно-
нов, и расхождение результатов расчета и экспериментальных данных 
возрастает. В этой области результаты расчета лежат выше эксперимен-
тальных данных. Это означает, что наша аппроксимация несколько пе-
реоценивает роль дисперсии для коротковолновых фононов в направ-
лениях отличных от симметричных. Максимальное отклонение для 
кристаллов Ge и Si достигается при Т = 30-40 К и при Т = 55-70 К, со-
ответственно, и составляет 40-50% (см. рис. 1.9). При T>300 K моляр-
ная теплоемкость для обоих моделей, как и экспериментальные дан-
ные, стремятся к значению 3R, при этом вклады в теплоемкость от раз-
личных ветвей фононного спектра оказываются равными друг другу 
(см. рисунок 1.9). Во всей области температур доминирующий вклад в 
теплоемкость вносит медленная поперечная мода (кривые 3, 3а).  
Например, для кристалла Si при T = 3 K ее вклад составляет 53 %, а при  
Т = 40-50 – 61%. Вклад продольных фононов значительно меньше вкладов 
поперечных фононов. Он составляет 9% при T = 3 K и 4% при Т = 40-50.

Итак, мы показали, что предложенная нами аппроксимация спектра 
тепловых фононов удовлетворительно описывает экспериментальные 
данные по теплоемкости кристаллов Ge и Si и может быть использована 
для расчета решеточной теплопроводности кубических кристаллов.

1.4. гРуППоВАя скоРосТь И особенносТИ 
РАсПРосТРАненИя ФононоВ В кубИческИх 

кРИсТАЛЛАх с РАзЛИчным ТИПом АнИзоТРоПИИ 
уПРугой энеРгИИ

В упруго анизотропных кристаллах из-за неколлинеарности фазо-
вой и групповой скоростей фононный поток, излучаемый точечным 
источником тепла, фокусируется вдоль определенных направлений в 
кристаллической решетке [16-18]. Для иллюстрации этого эффекта на 
рисунке 1.10 приведены три случая изоэнергетической поверхности 
(поверхности постоянной частоты). В изотропной среде направление 
групповой, фазовой скоростей фононов и направление волнового век-
тора совпадают Эффект фокусировки отсутствует: плотность состоя-
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ний изотропна — она постоянна для всех направлений (см. рис. 1.10a). 
В кубических кристаллах анизотропия упругих свойств приводит к эф-
фекту фокусировки фононов, т. е. возникновению направлений, в кото-
рых будут преимущественно распространяться фононы данной колеба-
тельной моды [16-18]. Для иллюстрации этого эффекта на рисунках 
1.10 б,в приведены случаи, когда поверхность постоянной частоты в 
сечении имеют вид квадрата со сторонами перпендикулярными на-
правлениям типа [100] и [101]. Поскольку групповая скорость перпен-
дикулярна поверхности постоянной частоты, то значительная часть 
фононов будет распространятся в направлениях типа [100] в первом 
случае и в направлениях [101] – во втором. Очевидно, что в первом 
случае фононы фокусируются в направлениях типа [100] и дефокуси-
руются в направлениях типа [101]. Во втором случае – наоборот: фоку-
сировка фононов происходит в направлениях [101], а дефокусировка – 
в направлениях [100]. 

Рис. 1.10. Схема сечений изоэнергетических поверхностей, иллюстрирующая 
фокусировку фононов: (а) – изотропный случай, (б) – фокусировка в направлении 

[100], (в) – фокусировка в направлении [101]

Рассмотрим фокусировку фононов в кубических кристаллах с по-
ложительной (LiF, GaAs, InSb Ge, Si, MgO алмаз, YAG) и отрицатель-
ной (CaF2, NaCl, YIG) анизотропией упругих модулей второго порядка 
в модели анизотропного континуума. В разделе 1.1 показано, что угло-
вые зависимости фазовых скоростей для всех акустических мод в куби-
ческих кристаллах одного типа качественно подобны: максимальные и 
минимальные значения фазовых скоростей для всех кристаллов дости-



491.4. Групповая скорость и особенности распространения фононов 

гаются в одних и тех же направлениях. Они отличаются только боль-
шей или меньшей анизотропией фазовых скоростей (см. рис. 1.1а). 
Угловые зависимости фазовых скоростей для всех акустических мод в 
кубических кристаллах разного типа качественно отличаются: макси-
мальные значения фазовых скоростей в кристаллах первого типа соот-
ветствуют минимальным значениям для кристаллов второго типа (см. 
раздел 1.1).

В качестве примера кристаллов первого типа рассмотрим Si и Ge, 
а второго типа CaF2. Важной характеристикой, определяющей фонон-
ный транспорт и фокусировку фононов в упруго анизотропных кри-
сталлах, является групповая скорость. Для произвольного направления 
волнового вектора она может быть представлена в виде [40]: 
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             (1.53)

Здесь ( )θϕθϕθθ sin,sincos,coscos −=e , ( )0,cos,sin ϕϕϕ −=e , а n - еди-
ничный волновой вектор фонона. Вектора θen ,  и ϕe  образуют вза-
имно ортогональную тройку единичных векторов.

Проиллюстрируем влияние фокусировки фононов на распростра-
нение фононных мод в кристаллах Si и CaF2 для наиболее простого 
случая волновых векторов, лежащих в плоскости грани куба {100}  
( 0=ϕ ). В этом случае 0)0,( =θλ

ϕS , и только угловая компонента  
λ
θS  определяет отклонение вектора групповой скорости от направле-

ния волнового вектора. На угловых зависимостях фазовых скоростей 
)0,(θλS  маленькими стрелками отметим направления угловой компо-

ненты вектора групповой скорости λ
θS  (см. рис. 1.11 a,б). Чем больше 

анизотропия спектра, тем больше угловые компоненты групповой ско-
рости λ

θS  и λ
ϕS , и тем на больший угол будет отклоняться вектор груп-

повой скорости от направления волнового вектора. Можно отметить, 
что вектор групповой скорости отклоняется в сторону максимальных 
значений фазовой скорости. Так, например, для медленной поперечной 
моды в кремнии в интервале углов 4/0 πθ ≤≤  величина 02 <tSθ ,  
а при 2/4/ πθπ ≤≤  она становится положительной, поэтому вектор 
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групповой скорости для моды t2 будет отклоняться к направлениям 
[001] и [010] (см. рис. 1.10 а, в). В этих направлениях фокусируются 
фононы медленной поперечной моды. Для продольных фононов в  
интервале углов 4/0 πθ ≤≤  величина 0>LSθ , а при 2/4/ πθπ ≤≤  

0<LSθ , поэтому вектора групповой скорости будут отклоняться от n к 
направлению фокусировки [101] (см. рис. 1.11а, б). Эти направления

Рис. 1.11. Угловые зависимости фазовых скоростей )0,(θλS  (105 см/с) (а, б) и 
безразмерных компонент групповой скорости )0,(θλ

θS  (в, г) в кристаллах Si (а, в) 
и CaF2 (б, г) для волновых векторов в плоскости грани куба. Кривые 1 ‒ для 

продольных фононов, 2 ‒ для быстрых и 3 ‒ для медленных поперечных фононов. 
Направления фокусировки отмечены жирными радиальными стрелками

на рисунке 1.11a отмечены жирными радиальными стрелками. Для бы-
строй поперечной моды в Si в плоскости {100} спектр изотропен и эф-
фект фокусировки отсутствует. Заметим, что в изотропных средах 

0== λ
ϕ

λ
θ SS , направления групповых и фазовых скоростей совпадают, 
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и эффект фокусировки в них отсутствует. Для волновых векторов в 
плоскостях типа {100} это равенство выполняется для быстрых попе-
речных мод в кристаллах первого типа и для медленных поперечных 
мод в кристаллах второго типа, поэтому для них эффект фокусировки 
отсутствует.

Как видно из рисунков 1.11 в,г (кривые 2), фононы быстрой попе-
речной моды в кристаллах CaF2 отклоняются от направлений [001] к 
направлениям фокусировки [101]. Для продольных фононов – наобо-
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разом, имеется глубокая физическая основа под классификацией кубиче-
ских кристаллов, предложенной в работе [44]. 

Из проведенного выше анализа следует, что можно предложить 
простой способ определения направлений фокусировки фононов, не 
привлекая сложных построений с групповыми скоростями. Как видно 
из рисунков 1.11, направления фокусировки фононов совпадают с на-
правлениями, в которых достигаются максимумы фазовых скоростей 
фононов. Поэтому для определения направлений фокусировки доста-
точно построить угловые зависимости ),(0 ϕθλS  и определить направ-
ления максимумов фазовых скоростей. 

Итак, нами показано, что для кристаллов первого и второго типа 
не только спектр и вектора поляризации, но и направления фокусиров-
ки фононов качественно отличаются.
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1.5. ВЛИянИе ФокусИРоВкИ нА ПЛоТносТь 
Фононных сосТоянИй В кубИческИх 

кРИсТАЛЛАх

Предложенный выше способ анализа направлений компонент 
групповых скоростей позволяет определить лишь направления фокуси-
ровки и дефокусировки фононов. Для того, чтобы количественно проа-
нализировать влияние анизотропии упругой энергии на распростране-
ние акустических мод в кубических кристаллах и оценить влияние фо-
кусировки фононов на плотность фононных состояний, необходимо 
построить изоэнергетическую поверхность или поверхность постоян-
ной частоты [67,68]

),(/ ϕθω λλ S⋅= nq .                                  (1.54)

Тогда из определения (1.54) следует, что вектор групповой скоро-
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скоростей. В теории упругих волн также используются другие опреде-
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медленности [18], обратная поверхность [68] или поверхность рефрак-
ции [42]. Эти поверхности можно получить из поверхности постоян-
ной частоты путем деления выражения (1.54) на частоту ω [18,42,68]. 
Поверхность медленности является геометрическим местом концов 
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Ниже при анализе влияния фокусировки на распространение фононов и плотность 

фононных состояний в упруго анизотропных кристаллах мы будем пользоваться 
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ют фазовые скорости ),( ϕθλS  для медленных и быстрых поперечных 
мод. Проиллюстрируем фокусировку фононов на примере мод t1 и t2 в 
кристаллах Si и CaF2 для волновых векторов, лежащих в плоскостях 
{100} и {110}. Построим для них изоэнергетические поверхности  
(см. рис 1.12). Групповая скорость фонона, определяющая направление

Рис. 1.12. Схема, иллюстрирующая фокусировку медленных и быстрых поперечных 
мод в кристаллах Si (a), (б) и CaF2 (в), (г) для сечений изоэнергетической 

поверхности плоскостью XZ (a), (в) для моды t2 и диагональной плоскостью для 
мод t1 и t2 (б), (г). Стрелками изображены волновые вектора внутри поверхности и 

соответствующие им групповые скорости фононов вне её

переноса энергии, перпендикулярна этой поверхности. Как видно из 
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углами: 
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векторов в плоскости {100} - направлению [001], поэтому 2/πθ λ ng = , 
где n – целое число (см. рис 1.12). Характерными особенностями на 
изоэнергетической поверхности (поверхности медленности) являются 
линии нулевой кривизны, в которых происходит переход от выпуклых 
к вогнутым областям (см. рис. 1.12 (а)). В трехмерном случае множе-
ство этих точек образуют линии нулевой кривизны. Для выбранного 
сечения углы 2θ±  задают направления волновых векторов к точкам ну-
левой кривизны. Они отсчитываются от направлений фокусировки  
(см. рис 1.12). Углы 3θ±  определяют направления групповых скоро-
стей в точках нулевой кривизны на изоэнергетической поверхности. В 
этих точках вектора групповых скоростей фононов имеют максималь-
ное схождение к направлению [100], и этот угол мы обозначим, как 

)( 23 θθθ λ
g=  (см. рис. 1.12). Очевидно, что величину сектора волновых 

векторов, соответствующих области фокусировки, будут определять 
групповые скорости )( 4

2 θ±t
gV , коллинеарные векторам 2t

gV  в точках 
нулевой кривизны, а именно 44 θθθ ≤≤−  (см. рис. 1.12). 

Для нахождения характерных углов }100{2t
iθ  определим направле-

ние групповой скорости ),( ϕθθ λ
g  через угловые координаты волнового 

вектора θ и φ. Из условия ( ) ( )),(cos ϕθαλλλ qVgg =qV  определим угол 
между групповой скоростью и волновым вектором

( ) ( )( ) 5.0221arccos),(
−

++±= λ
ϕ

λ
θ

λ ϕθα SS .                    (1.56)

Рассмотрим случаи волновых векторов, лежащих в плоскостях 
{100} и {110}, для которых углы φ=0 и π/4, и компонента групповой 
скорости 0=λ

ϕS . Тогда 

)(arctg)( θθα λ
θ

λ S= .                                   (1.57)

В системе координат по ребрам куба угол между осью Z и направ-
лением групповой скорости равен: 

)(arctg θθαθθ λ
θ

λλ Sg +=+= .                          (1.58) 

Из последнего равенства следует, что знак компоненты )(θλ
θS  

определяет, в какую сторону будет отклоняться вектор групповой ско-
рости относительно волнового вектора фонона. Поскольку в изотроп-
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ной среде направления фазовой и групповой скоростей фонона совпа-
дают с направлением волнового вектора фонона, то мы получаем воз-
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плоскости {100} и {110} имеют фазовые скорости ),( ϕθλS для медленных и быстрых 

поперечных мод. Проиллюстрируем фокусировку фононов на примере мод t1 и t2 в 

кристаллах Si и CaF2 для волновых векторов, лежащих в плоскостях {100} и {110}. 

Построим для них изоэнергетические поверхности (см. рис 1.12). Групповая скорость 

фонона, определяющая направление переноса энергии, перпендикулярна этой поверхности. 

Как видно из рисунков 1.12 а, фокусировка фононов характеризуется следующими углами: 

4321 и,, θθθθ . Угол 1θ определяет направление волнового вектора, для которого 

вектор групповой скорости )(2
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g θV параллелен направлению фокусировки. Для кристаллов 

первого типа и волновых векторов в плоскости {100} - направлению [001], поэтому 

2/πθ λ ng = , где

Рис. 1.12. Схема, иллюстрирующая фокусировку медленных и быстрых поперечных мод в 
кристаллах Si (a), (б) и CaF2 (в), (г) для сечений изоэнергетической поверхности плоскостью 
XZ (a), (в) для моды t2 и диагональной плоскостью для мод t1 и t2 (б), (г). Стрелками 
изображены волновые вектора внутри поверхности и соответствующие им групповые 
скорости фононов вне её. 

n – целое число (см. рис 1.12). Характерными особенностями на изоэнергетической 

поверхности (поверхности медленности) являются линии нулевой кривизны, в которых 

 и 
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 для моды t2 в 
кремнии: кривая 1 - функция )0,(2 θθ

tS , кривая 2 – функция )0,(2 θα t , 
кривая 3 – функция )0,(2 θθ tg , кривая 4 – функция θθ =2t
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В изотропной среде направление распространения фонона и его 
волнового вектора совпадают, поэтому фононы, распространяющиеся 
в изотропной среде в секторе λλ θθθ 44 ≤≤− , в упруго анизотропных 
кристаллах будут распространяться в существенно меньшем секторе 

λλ θθθ 33 ≤≤− g  (см. рис. 1.12). Таким образом, плотность состояний для 
этой моды в направлениях фокусировки близких к [100] существенно 
возрастает по сравнению с изотропной средой. Предложенный нами 
метод позволяет сделать количественные оценки изменения угловых 
распределений плотности фононных состояний для медленных квази-
поперечных мод в исследуемых кристаллах. Для этого введем среднюю 
плотность фононных состояний моды t2 для волновых векторов в пло-
скости {100}, приходящуюся на единичный угол для областей фокуси-
ровки 2

3
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3
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g
t θθθ ≤≤−   {100}2t

FN  и изотропной среды  
isoN . Поскольку 

расходящийся сектор волновых векторов для изотропной среды в пло-
скости {100} с углом }100{2

42 tθ  (например, для Ge и Si углы 2 4θ  равня-
ются 62.9o и 57.3o, соответственно) превращается в расходящийся сек-
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тор векторов групповых скоростей фононов с углом }100{2
32 tθ  (напри-

мер, для Ge и Si углы }100{2
32 tθ  равняются 18.8o и 13.6o, соответственно), 

то средняя плотность состояний в областях фокусировки фононов бу-
дет больше, чем в изотропной среде в отношении: 
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Минимальное значение в кристаллах первого типа параметр 98.1{100}2 =t
FIn имеет место для 

GaN, а максимальное 98.4{100}2 =t
FIn – для MgO (см. таблицу 1.5). Из рассмотренных 

материалов следует, что нет прямой корреляции между величиной параметра анизотропии 

1−k и значением коэффициента {100}2t
FIn . Скорее всего имеет место обратная зависимость: 

чем больше параметр 1−k , тем меньше коэффициент {100}2t
FIn . Для кристаллов GaN k-1=1.275, 

а коэффициент {100}2t
FIn минимален, тогда как для MgO параметр 69.01=−k имеет одно из 

минимальных значений в таблице 1.2, а коэффициент {100}2t
FIn максимален. Такая же ситуация 

имеет место в кристаллах второго типа моды t1 (см. таблицу 1.5). В кристаллах SrF2 параметр 

2.01 −=−k . Он имеет минимальное абсолютное значение из приведенных в таблице, а 

коэффициент {100}1t
FIn = 52 максимален, тогда как в PbS параметр 466.01 −=−k имеет 

максимальное по абсолютной величине значение, а коэффициент {100}1t
FIn =2.51 минимален из 
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FIn = 52 максимален, тогда как в PbS параметр 466.01 −=−k имеет 

максимальное по абсолютной величине значение, а коэффициент {100}1t
FIn =2.51 минимален из 

 = 52 максимален, тогда как в PbS параметр 466.01 −=−k  имеет 
максимальное по абсолютной величине значение, а коэффициент  
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{100} для моды t2 превращается в сходящийся к направлению [001] сектор групповых 

скоростей λλ θθθ 33 ≤≤− g .

В изотропной среде направление распространения фонона и его волнового вектора 

совпадают, поэтому фононы, распространяющиеся в изотропной среде в секторе 
λλ θθθ 44 ≤≤− , в упруго анизотропных кристаллах будут распространяться в существенно 

меньшем секторе λλ θθθ 33 ≤≤− g (см. рис. 1.12). Таким образом, плотность состояний для 

этой моды в направлениях фокусировки близких к [100] существенно возрастает по 

сравнению с изотропной средой. Предложенный нами метод позволяет сделать 

количественные оценки изменения угловых распределений плотности фононных состояний 

для медленных квазипоперечных мод в исследуемых кристаллах. Для этого введем среднюю 

плотность фононных состояний моды t2 для волновых векторов в плоскости {100}, 

приходящуюся на единичный угол для областей фокусировки 2
3

2
3

t
g

t θθθ ≤≤− {100}2t
FN и 

изотропной среды isoN . Поскольку расходящийся сектор волновых векторов для изотропной 

среды в плоскости {100} с углом }100{2
42 tθ (например, для Ge и Si углы 2 4θ равняются 62.9o и 

57.3o, соответственно) превращается в расходящийся сектор векторов групповых скоростей 

фононов с углом }100{2
32 tθ (например, для Ge и Si углы }100{2

32 tθ равняются 18.8o и 13.6o,

соответственно), то средняя плотность состояний в областях фокусировки фононов будет 

больше, чем в изотропной среде в отношении: 

.// {100}2
3

{100}2
4

{100}2{100}2 tt
Iso

t
F

t
FI NNn θθ== (1.61) 

Минимальное значение в кристаллах первого типа параметр 98.1{100}2 =t
FIn имеет место для 

GaN, а максимальное 98.4{100}2 =t
FIn – для MgO (см. таблицу 1.5). Из рассмотренных 

материалов следует, что нет прямой корреляции между величиной параметра анизотропии 

1−k и значением коэффициента {100}2t
FIn . Скорее всего имеет место обратная зависимость: 

чем больше параметр 1−k , тем меньше коэффициент {100}2t
FIn . Для кристаллов GaN k-1=1.275, 

а коэффициент {100}2t
FIn минимален, тогда как для MgO параметр 69.01=−k имеет одно из 

минимальных значений в таблице 1.2, а коэффициент {100}2t
FIn максимален. Такая же ситуация 

имеет место в кристаллах второго типа моды t1 (см. таблицу 1.5). В кристаллах SrF2 параметр 

2.01 −=−k . Он имеет минимальное абсолютное значение из приведенных в таблице, а 

коэффициент {100}1t
FIn = 52 максимален, тогда как в PbS параметр 466.01 −=−k имеет 

максимальное по абсолютной величине значение, а коэффициент {100}1t
FIn =2.51 минимален из 

 =2.51 минимален из кристаллов второй группы (см. таблицу 1.5). 
Для области дефокусировки средняя плотность состояний 
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кристаллов второй группы (см. таблицу 1.5). Для области дефокусировки средняя плотность 

состояний {100}λ
DIn для поперечных мод будет меньше, чем IsoN в отношении

( ) ( ){100}
3

{100}
4

{100}{100} 4/4/ λλλλ θπθπ −−== IsoDDI NNn . (1.62)

Из выражения (1.62) для кристаллов Ge и Si получим 38.0{100}2 =t
DIn и 0.43, соответственно. 

Из формул (1.61) и (1.62) получим отношения средних плотностей состояний для областей 

фокусировки и дефокусировки фононов, которые характеризуют анизотропию плотности 

состояний

( ) ( )[ ]{100}
3

{100}
4

{100}
3

{100}
4

{100}{100}{100} 4/4/ λλλλλλλ θθπθπθ −−== DFFD NNn . (1.63)

Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности фононных состояний для 

моды t2 в кристаллах первой группы имеет место в Si ( 9.9{100}2 =t
FDn ), а минимальная - в Ge

( 7.8{100}2 =t
FDn ) (см. таблицу 1.5). В этом случае также нет прямой корреляции между 

Таблица 1.5. Рассчитанные значения углов }100{λθi и средняя плотность состояний в областях 
фокусировки и дефокусировки в плоскости {100} для моды t2 в кристаллах первого типа и 
моды t1 в кристаллах второго типа.

I тип k-1 }100{2
1
tθ }100{2

2
tθ }100{2

3
tθ }100{2

4
tθ {100}2t

FIn
{100}2t

DIn
{100}2t

FDn
GaN 1.275 33.0o 14.3o 19.9o 39.4o 1.98 0.22 8.9
GaAs 0.90 28.6o 13.8o 12.0o 34.4o 2.86 0.32 8.9
Ge 0.87 25.7 12.2 9.4 31.4 3.33 0.38 8.7

GaSb 0.85 28.2o 13.5o 11.9o 34.2o 2.88 0.33 8.8
InSb 0.81 30.9o 14.3o 14.9o 36.7o 2.46 0.28 8.8
LiF 0.78 23.8o 11.7o 7.5o 29.1o 3.90 0.42 9.2
MgO 0.69 21.2o 10.9o 5.2o 25.7o 4.98 0.49 10.2

Si 0.67 23.6o 11.9o 6.8o 28.6o 4.22 0.43 9.9
II тип k-1 }100{1

1
tθ }100{1

2
tθ }100{1

3
tθ }100{1

4
tθ t1{100}

FIn
t1{100}
DIn

t1{100}
FDn

SrF2 -0.20 7.8o 4.5o 0.17o 9.0o 51.99 0.80 64.7
CaF2 -0.33 25.9o 13.4o 7.8o 31.0o 3.97 0.38 10.5
PbS -0.466 30.3o 14.2o 14.5o 36.4o 2.51 0.28 8.9

NaCl -0.48 27.5 13.2 11.8 34.0 2.87 0.33 8.6

величиной параметра анизотропии k-1 и значением коэффициента {100}2t
FDn . Однако, как видно 

из таблицы 1.5, максимальные значения коэффициента {100}2t
FDn обусловлены малыми 

значениями углов }100{2
3
tθ , характеризующих область фокусировки фононов. Этот эффект 

проявляется и в кристаллах второй группы (см. таблицу 1.5). Так, например, для кристаллов 

SrF2 угол }100{1
3
tθ = 0.17o имеет минимальное значение из приведенных в таблице, и 

коэффициент {100}1t
FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 

 для 
поперечных мод будет меньше, чем  

IsoN  в отношении
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кристаллов второй группы (см. таблицу 1.5). Для области дефокусировки средняя плотность 

состояний {100}λ
DIn для поперечных мод будет меньше, чем IsoN в отношении

( ) ( ){100}
3

{100}
4

{100}{100} 4/4/ λλλλ θπθπ −−== IsoDDI NNn . (1.62)

Из выражения (1.62) для кристаллов Ge и Si получим 38.0{100}2 =t
DIn и 0.43, соответственно. 

Из формул (1.61) и (1.62) получим отношения средних плотностей состояний для областей 

фокусировки и дефокусировки фононов, которые характеризуют анизотропию плотности 

состояний

( ) ( )[ ]{100}
3

{100}
4

{100}
3

{100}
4

{100}{100}{100} 4/4/ λλλλλλλ θθπθπθ −−== DFFD NNn . (1.63)

Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности фононных состояний для 

моды t2 в кристаллах первой группы имеет место в Si ( 9.9{100}2 =t
FDn ), а минимальная - в Ge

( 7.8{100}2 =t
FDn ) (см. таблицу 1.5). В этом случае также нет прямой корреляции между 

Таблица 1.5. Рассчитанные значения углов }100{λθi и средняя плотность состояний в областях 
фокусировки и дефокусировки в плоскости {100} для моды t2 в кристаллах первого типа и 
моды t1 в кристаллах второго типа.

I тип k-1 }100{2
1
tθ }100{2

2
tθ }100{2

3
tθ }100{2

4
tθ {100}2t

FIn
{100}2t

DIn
{100}2t

FDn
GaN 1.275 33.0o 14.3o 19.9o 39.4o 1.98 0.22 8.9
GaAs 0.90 28.6o 13.8o 12.0o 34.4o 2.86 0.32 8.9
Ge 0.87 25.7 12.2 9.4 31.4 3.33 0.38 8.7

GaSb 0.85 28.2o 13.5o 11.9o 34.2o 2.88 0.33 8.8
InSb 0.81 30.9o 14.3o 14.9o 36.7o 2.46 0.28 8.8
LiF 0.78 23.8o 11.7o 7.5o 29.1o 3.90 0.42 9.2
MgO 0.69 21.2o 10.9o 5.2o 25.7o 4.98 0.49 10.2

Si 0.67 23.6o 11.9o 6.8o 28.6o 4.22 0.43 9.9
II тип k-1 }100{1

1
tθ }100{1

2
tθ }100{1

3
tθ }100{1

4
tθ t1{100}

FIn
t1{100}
DIn

t1{100}
FDn

SrF2 -0.20 7.8o 4.5o 0.17o 9.0o 51.99 0.80 64.7
CaF2 -0.33 25.9o 13.4o 7.8o 31.0o 3.97 0.38 10.5
PbS -0.466 30.3o 14.2o 14.5o 36.4o 2.51 0.28 8.9

NaCl -0.48 27.5 13.2 11.8 34.0 2.87 0.33 8.6

величиной параметра анизотропии k-1 и значением коэффициента {100}2t
FDn . Однако, как видно 

из таблицы 1.5, максимальные значения коэффициента {100}2t
FDn обусловлены малыми 

значениями углов }100{2
3
tθ , характеризующих область фокусировки фононов. Этот эффект 

проявляется и в кристаллах второй группы (см. таблицу 1.5). Так, например, для кристаллов 

SrF2 угол }100{1
3
tθ = 0.17o имеет минимальное значение из приведенных в таблице, и 

коэффициент {100}1t
FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 

.        (1.62)

Из выражения (1.62) для кристаллов Ge и Si получим 
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кристаллов второй группы (см. таблицу 1.5). Для области дефокусировки средняя плотность 

состояний {100}λ
DIn для поперечных мод будет меньше, чем IsoN в отношении

( ) ( ){100}
3

{100}
4

{100}{100} 4/4/ λλλλ θπθπ −−== IsoDDI NNn . (1.62)

Из выражения (1.62) для кристаллов Ge и Si получим 38.0{100}2 =t
DIn и 0.43, соответственно. 

Из формул (1.61) и (1.62) получим отношения средних плотностей состояний для областей 

фокусировки и дефокусировки фононов, которые характеризуют анизотропию плотности 

состояний

( ) ( )[ ]{100}
3

{100}
4

{100}
3

{100}
4

{100}{100}{100} 4/4/ λλλλλλλ θθπθπθ −−== DFFD NNn . (1.63)

Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности фононных состояний для 

моды t2 в кристаллах первой группы имеет место в Si ( 9.9{100}2 =t
FDn ), а минимальная - в Ge

( 7.8{100}2 =t
FDn ) (см. таблицу 1.5). В этом случае также нет прямой корреляции между 

Таблица 1.5. Рассчитанные значения углов }100{λθi и средняя плотность состояний в областях 
фокусировки и дефокусировки в плоскости {100} для моды t2 в кристаллах первого типа и 
моды t1 в кристаллах второго типа.

I тип k-1 }100{2
1
tθ }100{2

2
tθ }100{2

3
tθ }100{2

4
tθ {100}2t

FIn
{100}2t

DIn
{100}2t

FDn
GaN 1.275 33.0o 14.3o 19.9o 39.4o 1.98 0.22 8.9
GaAs 0.90 28.6o 13.8o 12.0o 34.4o 2.86 0.32 8.9
Ge 0.87 25.7 12.2 9.4 31.4 3.33 0.38 8.7

GaSb 0.85 28.2o 13.5o 11.9o 34.2o 2.88 0.33 8.8
InSb 0.81 30.9o 14.3o 14.9o 36.7o 2.46 0.28 8.8
LiF 0.78 23.8o 11.7o 7.5o 29.1o 3.90 0.42 9.2
MgO 0.69 21.2o 10.9o 5.2o 25.7o 4.98 0.49 10.2

Si 0.67 23.6o 11.9o 6.8o 28.6o 4.22 0.43 9.9
II тип k-1 }100{1

1
tθ }100{1

2
tθ }100{1

3
tθ }100{1

4
tθ t1{100}

FIn
t1{100}
DIn

t1{100}
FDn

SrF2 -0.20 7.8o 4.5o 0.17o 9.0o 51.99 0.80 64.7
CaF2 -0.33 25.9o 13.4o 7.8o 31.0o 3.97 0.38 10.5
PbS -0.466 30.3o 14.2o 14.5o 36.4o 2.51 0.28 8.9

NaCl -0.48 27.5 13.2 11.8 34.0 2.87 0.33 8.6

величиной параметра анизотропии k-1 и значением коэффициента {100}2t
FDn . Однако, как видно 

из таблицы 1.5, максимальные значения коэффициента {100}2t
FDn обусловлены малыми 

значениями углов }100{2
3
tθ , характеризующих область фокусировки фононов. Этот эффект 

проявляется и в кристаллах второй группы (см. таблицу 1.5). Так, например, для кристаллов 

SrF2 угол }100{1
3
tθ = 0.17o имеет минимальное значение из приведенных в таблице, и 

коэффициент {100}1t
FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 

 
и 0.43, соответственно. Из формул (1.61) и (1.62) получим отношения 
средних плотностей состояний для областей фокусировки и дефокуси-
ровки фононов, которые характеризуют анизотропию плотности  
состояний
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кристаллов второй группы (см. таблицу 1.5). Для области дефокусировки средняя плотность 

состояний {100}λ
DIn для поперечных мод будет меньше, чем IsoN в отношении

( ) ( ){100}
3

{100}
4

{100}{100} 4/4/ λλλλ θπθπ −−== IsoDDI NNn . (1.62)

Из выражения (1.62) для кристаллов Ge и Si получим 38.0{100}2 =t
DIn и 0.43, соответственно. 

Из формул (1.61) и (1.62) получим отношения средних плотностей состояний для областей 

фокусировки и дефокусировки фононов, которые характеризуют анизотропию плотности 

состояний

( ) ( )[ ]{100}
3

{100}
4

{100}
3

{100}
4

{100}{100}{100} 4/4/ λλλλλλλ θθπθπθ −−== DFFD NNn . (1.63)

Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности фононных состояний для 

моды t2 в кристаллах первой группы имеет место в Si ( 9.9{100}2 =t
FDn ), а минимальная - в Ge

( 7.8{100}2 =t
FDn ) (см. таблицу 1.5). В этом случае также нет прямой корреляции между 

Таблица 1.5. Рассчитанные значения углов }100{λθi и средняя плотность состояний в областях 
фокусировки и дефокусировки в плоскости {100} для моды t2 в кристаллах первого типа и 
моды t1 в кристаллах второго типа.

I тип k-1 }100{2
1
tθ }100{2

2
tθ }100{2

3
tθ }100{2

4
tθ {100}2t

FIn
{100}2t

DIn
{100}2t

FDn
GaN 1.275 33.0o 14.3o 19.9o 39.4o 1.98 0.22 8.9
GaAs 0.90 28.6o 13.8o 12.0o 34.4o 2.86 0.32 8.9
Ge 0.87 25.7 12.2 9.4 31.4 3.33 0.38 8.7

GaSb 0.85 28.2o 13.5o 11.9o 34.2o 2.88 0.33 8.8
InSb 0.81 30.9o 14.3o 14.9o 36.7o 2.46 0.28 8.8
LiF 0.78 23.8o 11.7o 7.5o 29.1o 3.90 0.42 9.2
MgO 0.69 21.2o 10.9o 5.2o 25.7o 4.98 0.49 10.2

Si 0.67 23.6o 11.9o 6.8o 28.6o 4.22 0.43 9.9
II тип k-1 }100{1

1
tθ }100{1

2
tθ }100{1

3
tθ }100{1

4
tθ t1{100}

FIn
t1{100}
DIn

t1{100}
FDn

SrF2 -0.20 7.8o 4.5o 0.17o 9.0o 51.99 0.80 64.7
CaF2 -0.33 25.9o 13.4o 7.8o 31.0o 3.97 0.38 10.5
PbS -0.466 30.3o 14.2o 14.5o 36.4o 2.51 0.28 8.9

NaCl -0.48 27.5 13.2 11.8 34.0 2.87 0.33 8.6

величиной параметра анизотропии k-1 и значением коэффициента {100}2t
FDn . Однако, как видно 

из таблицы 1.5, максимальные значения коэффициента {100}2t
FDn обусловлены малыми 

значениями углов }100{2
3
tθ , характеризующих область фокусировки фононов. Этот эффект 

проявляется и в кристаллах второй группы (см. таблицу 1.5). Так, например, для кристаллов 

SrF2 угол }100{1
3
tθ = 0.17o имеет минимальное значение из приведенных в таблице, и 

коэффициент {100}1t
FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 

. (1.63)

Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности 
фононных состояний для моды t2 в кристаллах первой группы имеет 
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кристаллов второй группы (см. таблицу 1.5). Для области дефокусировки средняя плотность 

состояний {100}λ
DIn для поперечных мод будет меньше, чем IsoN в отношении

( ) ( ){100}
3

{100}
4

{100}{100} 4/4/ λλλλ θπθπ −−== IsoDDI NNn . (1.62)

Из выражения (1.62) для кристаллов Ge и Si получим 38.0{100}2 =t
DIn и 0.43, соответственно. 
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( 7.8{100}2 =t
FDn ) (см. таблицу 1.5). В этом случае также нет прямой корреляции между 
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FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 
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Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности фононных состояний для 

моды t2 в кристаллах первой группы имеет место в Si ( 9.9{100}2 =t
FDn ), а минимальная - в Ge

( 7.8{100}2 =t
FDn ) (см. таблицу 1.5). В этом случае также нет прямой корреляции между 

Таблица 1.5. Рассчитанные значения углов }100{λθi и средняя плотность состояний в областях 
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Ge 0.87 25.7 12.2 9.4 31.4 3.33 0.38 8.7
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FDn . Однако, как видно 
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проявляется и в кристаллах второй группы (см. таблицу 1.5). Так, например, для кристаллов 

SrF2 угол }100{1
3
tθ = 0.17o имеет минимальное значение из приведенных в таблице, и 

коэффициент {100}1t
FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 
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Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности фононных состояний для 

моды t2 в кристаллах первой группы имеет место в Si ( 9.9{100}2 =t
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фокусировки и дефокусировки в плоскости {100} для моды t2 в кристаллах первого типа и 
моды t1 в кристаллах второго типа.

I тип k-1 }100{2
1
tθ }100{2

2
tθ }100{2

3
tθ }100{2

4
tθ {100}2t

FIn
{100}2t

DIn
{100}2t

FDn
GaN 1.275 33.0o 14.3o 19.9o 39.4o 1.98 0.22 8.9
GaAs 0.90 28.6o 13.8o 12.0o 34.4o 2.86 0.32 8.9
Ge 0.87 25.7 12.2 9.4 31.4 3.33 0.38 8.7

GaSb 0.85 28.2o 13.5o 11.9o 34.2o 2.88 0.33 8.8
InSb 0.81 30.9o 14.3o 14.9o 36.7o 2.46 0.28 8.8
LiF 0.78 23.8o 11.7o 7.5o 29.1o 3.90 0.42 9.2
MgO 0.69 21.2o 10.9o 5.2o 25.7o 4.98 0.49 10.2

Si 0.67 23.6o 11.9o 6.8o 28.6o 4.22 0.43 9.9
II тип k-1 }100{1

1
tθ }100{1

2
tθ }100{1

3
tθ }100{1

4
tθ t1{100}

FIn
t1{100}
DIn

t1{100}
FDn

SrF2 -0.20 7.8o 4.5o 0.17o 9.0o 51.99 0.80 64.7
CaF2 -0.33 25.9o 13.4o 7.8o 31.0o 3.97 0.38 10.5
PbS -0.466 30.3o 14.2o 14.5o 36.4o 2.51 0.28 8.9
NaCl -0.48 27.5 13.2 11.8 34.0 2.87 0.33 8.6

величиной параметра анизотропии k-1 и значением коэффициента {100}2t
FDn . Однако, как видно 

из таблицы 1.5, максимальные значения коэффициента {100}2t
FDn обусловлены малыми 

значениями углов }100{2
3
tθ , характеризующих область фокусировки фононов. Этот эффект 

проявляется и в кристаллах второй группы (см. таблицу 1.5). Так, например, для кристаллов 

SrF2 угол }100{1
3
tθ = 0.17o имеет минимальное значение из приведенных в таблице, и 

коэффициент {100}1t
FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 

 аномально велик 
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кристаллов второй группы (см. таблицу 1.5). Для области дефокусировки средняя плотность 

состояний {100}λ
DIn для поперечных мод будет меньше, чем IsoN в отношении

( ) ( ){100}
3

{100}
4

{100}{100} 4/4/ λλλλ θπθπ −−== IsoDDI NNn . (1.62)

Из выражения (1.62) для кристаллов Ge и Si получим 38.0{100}2 =t
DIn и 0.43, соответственно. 

Из формул (1.61) и (1.62) получим отношения средних плотностей состояний для областей 

фокусировки и дефокусировки фононов, которые характеризуют анизотропию плотности 

состояний

( ) ( )[ ]{100}
3

{100}
4

{100}
3

{100}
4

{100}{100}{100} 4/4/ λλλλλλλ θθπθπθ −−== DFFD NNn . (1.63)

Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности фононных состояний для 

моды t2 в кристаллах первой группы имеет место в Si ( 9.9{100}2 =t
FDn ), а минимальная - в Ge

( 7.8{100}2 =t
FDn ) (см. таблицу 1.5). В этом случае также нет прямой корреляции между 

Таблица 1.5. Рассчитанные значения углов }100{λθi и средняя плотность состояний в областях 
фокусировки и дефокусировки в плоскости {100} для моды t2 в кристаллах первого типа и 
моды t1 в кристаллах второго типа.

I тип k-1 }100{2
1
tθ }100{2

2
tθ }100{2

3
tθ }100{2

4
tθ {100}2t

FIn
{100}2t

DIn
{100}2t

FDn
GaN 1.275 33.0o 14.3o 19.9o 39.4o 1.98 0.22 8.9
GaAs 0.90 28.6o 13.8o 12.0o 34.4o 2.86 0.32 8.9
Ge 0.87 25.7 12.2 9.4 31.4 3.33 0.38 8.7

GaSb 0.85 28.2o 13.5o 11.9o 34.2o 2.88 0.33 8.8
InSb 0.81 30.9o 14.3o 14.9o 36.7o 2.46 0.28 8.8
LiF 0.78 23.8o 11.7o 7.5o 29.1o 3.90 0.42 9.2
MgO 0.69 21.2o 10.9o 5.2o 25.7o 4.98 0.49 10.2

Si 0.67 23.6o 11.9o 6.8o 28.6o 4.22 0.43 9.9
II тип k-1 }100{1

1
tθ }100{1

2
tθ }100{1

3
tθ }100{1

4
tθ t1{100}

FIn
t1{100}
DIn

t1{100}
FDn

SrF2 -0.20 7.8o 4.5o 0.17o 9.0o 51.99 0.80 64.7
CaF2 -0.33 25.9o 13.4o 7.8o 31.0o 3.97 0.38 10.5
PbS -0.466 30.3o 14.2o 14.5o 36.4o 2.51 0.28 8.9
NaCl -0.48 27.5 13.2 11.8 34.0 2.87 0.33 8.6

величиной параметра анизотропии k-1 и значением коэффициента {100}2t
FDn . Однако, как видно 

из таблицы 1.5, максимальные значения коэффициента {100}2t
FDn обусловлены малыми 

значениями углов }100{2
3
tθ , характеризующих область фокусировки фононов. Этот эффект 

проявляется и в кристаллах второй группы (см. таблицу 1.5). Так, например, для кристаллов 

SrF2 угол }100{1
3
tθ = 0.17o имеет минимальное значение из приведенных в таблице, и 

коэффициент {100}1t
FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 

 = 64.7. 
Следует отметить, что полное число состояний, сконцентрированных в 
области фокусировки ( }100{1

32 tθ ) для SrF2 относительно невелико, по 
сравнению с другими соединениями. Поэтому, как мы увидим далее, 
эта аномалия не окажет существенного влияния на релаксационные ха-
рактеристики фононов в режиме кнудсеновского течения фононного 
газа. Для остальных кристаллов второй группы коэффициента 
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кристаллов второй группы (см. таблицу 1.5). Для области дефокусировки средняя плотность 

состояний {100}λ
DIn для поперечных мод будет меньше, чем IsoN в отношении

( ) ( ){100}
3

{100}
4

{100}{100} 4/4/ λλλλ θπθπ −−== IsoDDI NNn . (1.62)

Из выражения (1.62) для кристаллов Ge и Si получим 38.0{100}2 =t
DIn и 0.43, соответственно. 

Из формул (1.61) и (1.62) получим отношения средних плотностей состояний для областей 

фокусировки и дефокусировки фононов, которые характеризуют анизотропию плотности 

состояний

( ) ( )[ ]{100}
3

{100}
4

{100}
3

{100}
4

{100}{100}{100} 4/4/ λλλλλλλ θθπθπθ −−== DFFD NNn . (1.63)

Оценки показывают, что максимальная анизотропия плотности фононных состояний для 

моды t2 в кристаллах первой группы имеет место в Si ( 9.9{100}2 =t
FDn ), а минимальная - в Ge

( 7.8{100}2 =t
FDn ) (см. таблицу 1.5). В этом случае также нет прямой корреляции между 

Таблица 1.5. Рассчитанные значения углов }100{λθi и средняя плотность состояний в областях 
фокусировки и дефокусировки в плоскости {100} для моды t2 в кристаллах первого типа и 
моды t1 в кристаллах второго типа.

I тип k-1 }100{2
1
tθ }100{2

2
tθ }100{2

3
tθ }100{2

4
tθ {100}2t

FIn
{100}2t

DIn
{100}2t

FDn
GaN 1.275 33.0o 14.3o 19.9o 39.4o 1.98 0.22 8.9
GaAs 0.90 28.6o 13.8o 12.0o 34.4o 2.86 0.32 8.9
Ge 0.87 25.7 12.2 9.4 31.4 3.33 0.38 8.7

GaSb 0.85 28.2o 13.5o 11.9o 34.2o 2.88 0.33 8.8
InSb 0.81 30.9o 14.3o 14.9o 36.7o 2.46 0.28 8.8
LiF 0.78 23.8o 11.7o 7.5o 29.1o 3.90 0.42 9.2
MgO 0.69 21.2o 10.9o 5.2o 25.7o 4.98 0.49 10.2

Si 0.67 23.6o 11.9o 6.8o 28.6o 4.22 0.43 9.9
II тип k-1 }100{1

1
tθ }100{1

2
tθ }100{1

3
tθ }100{1

4
tθ t1{100}

FIn
t1{100}
DIn

t1{100}
FDn

SrF2 -0.20 7.8o 4.5o 0.17o 9.0o 51.99 0.80 64.7
CaF2 -0.33 25.9o 13.4o 7.8o 31.0o 3.97 0.38 10.5
PbS -0.466 30.3o 14.2o 14.5o 36.4o 2.51 0.28 8.9
NaCl -0.48 27.5 13.2 11.8 34.0 2.87 0.33 8.6

величиной параметра анизотропии k-1 и значением коэффициента {100}2t
FDn . Однако, как видно 

из таблицы 1.5, максимальные значения коэффициента {100}2t
FDn обусловлены малыми 

значениями углов }100{2
3
tθ , характеризующих область фокусировки фононов. Этот эффект 

проявляется и в кристаллах второй группы (см. таблицу 1.5). Так, например, для кристаллов 

SrF2 угол }100{1
3
tθ = 0.17o имеет минимальное значение из приведенных в таблице, и 

коэффициент {100}1t
FDn аномально велик 7.64{100}1 =t

FDn . Следует отметить, что полное число 

  
изменяется от значения 8.9 для PbS до 10.5 для CaF2.
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Алмаз мы исключили из таблицы 1.5, так как параметр анизотро-
пии для него оказался слишком малым, чтобы обеспечить участки от-
рицательной кривизны на изоэнергетических поверхностях для квази-
поперечных акустических мод. Именно этот случай (наличие участков 
отрицательной кривизны на изоэнергетических поверхностях акусти-
ческих мод) представляет определенные трудности при анализе фоку-
сировки с помощью «фактора усиления» (см. например, [18, 72-75]). 
Связано это с тем, что, во-первых, «фактор усиления» обращается в 
бесконечность в точках нулевой кривизны, а во-вторых, в областях с 
отрицательной кривизной на изоэнергетической поверхности зависи-
мости групповых скоростей от направления волнового вектора стано-
вятся неоднозначной функцией углов (см. рис. 1.12). В отличие от этого 
подхода ниже мы даем простой и наглядный метод, позволяющий оце-
нить среднюю плотность состояний для областей фокусировки и дефо-
кусировки фононов. 

Следует отметить, что ситуация с фокусировкой поперечных фо-
нонов, волновые вектора которых лежат в диагональной плоскости, яв-
ляется более сложной, чем в плоскости грани куба. Дело в том, что в 
рассматриваемом случае разделение поперечных мод на быстрые и 
медленные моды является физически некорректным (см. [44], а также 
раздел 1.1). В данном случае одна из поперечных мод с вектором поля-
ризации, лежащим в диагональной плоскости, является смешанной по-
перечно-продольной модой, а вторая – с вектором поляризации, пер-
пендикулярным этой плоскости, является чистой модой. Первая мода в 
области углов ]111[]111[ θπθθ −<<  и ]111[]111[ 2 θπθθπ −<<+  является 
медленной, а в интервале углов ]111[]111[ θθθ <<−  и ]111[]111[ θπθθπ +<<−  
она является быстрой модой. Для обоих поперечных мод имеют место 
участки с отрицательной кривизной на изоэнергетической поверхно-
сти, отмеченные на рисунках 1.14 красным цветом (жирной линией). 

Однако для плоскостей близких к {110}, когда δπϕ ±= 4/   
(где δ << 1), вместо пересечения быстрых и медленных ветвей возникает 
их разделение с резким изменением векторов поляризации в окрестно-
сти этого перехода (см. раздел 1.1 и рис. 1.15). Как видно из рисунка 1.15, 
при 1.0±=δ  в спектре поперечных фононов для направлений в окрест-
ности [111] снимается вырождение ветвей, и они разделяются на бы-
струю и медленную поперечную моды. Поскольку при расчете кинети-
ческих характеристик фононов интегрирование проводится по всем 
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направлениям волновых векторов фононов, то наличие особенности в 
изолированной точке ( ]111[θ  и 4/πϕ ≡ ) не дает вклада в релаксацион-
ные характеристики фононного газа. Поэтому далее мы будем считать, 
что для всех сечений разделение поперечных мод на быстрые и мед-
ленные моды является правомерным. 

Рис. 1.14. Схема, иллюстрирующая фокусировку быстрых (а),(в) и медленных 
(б),(г) поперечных мод в кристаллах Si (a), (б) и CaF2 (в), (г) для сечений 

изоэнергетической поверхности плоскостью близкой к диагональной 
( δπϕ ±= 4/ , где 0→δ ). Стрелками изображены волновые вектора внутри 

поверхности и соответствующие им групповые скорости фононов вне её. 
Д1 и Д2 – области дефокусировки фононов

В плоскости δπϕ ±= 4/  (δ << 1) на изоэнергетических поверхно-
стях медленной поперечной моды в окрестности направления [111] для 
кристаллов обоих типов имеются области с отрицательной кривизной. 
При увеличении параметра δ область поверхности с отрицательной 
кривизной сначала уменьшается, а при больших значениях δ изоэнер-
гетическая поверхность становится полностью выпуклой (см. рис. 
1.16). Так, например, для кристалла второго типа CaF2 эта ситуация 
имеет место при δ = 3π/16. При δ = π/4 мы переходим в плоскость грани 
куба, для которой спектр медленной поперечной моды становится 
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изотропнным (см. рис. 1.16). Такая же ситуация имеет место для кри-
сталлов первого типа таких, как Si, MgO, GaN и т. д. (см. рис. 1.14 б,г). 
Для них в окрестности направления [111] имеются области с отрица-
тельной кривизной на изоэнергетической поверхности, которые приво-
дят к появлению локальных максимумов фокусировки в окрестности 
направлений [111] для моды t2 (см. рис. 1.14 б,г).

Рис. 1.15. Угловые зависимости фазовых скоростей (а), нормированных на 
105 см/с, и изоэнергетических поверхностей (б) в кристаллах Si для волновых 

векторов в плоскостях близких к диагональной: φ = π/4+0.1 – сплошные кривые и 
φ = π/4+0.01 – штриховые кривые. Кривые 1 и 2 – для квазипоперечных мод t1 и t2, 

соответственно

В кристаллах первого типа для волновых векторов в диагональной 
плоскости быстрая поперечная мода фокусируется в направлении 
[110], а медленная поперечная мода – в направлениях [100] и [111]  
(см. рис. 1.14). Из рисунка 1.14 видно, что фокусировка фононов моды 
t1 в кристаллах второго типа для волновых векторов в плоскости {110} 
происходит иначе, чем в кристаллах первого типа. Во-первых, в рас-
сматриваемом случае минимум на изоэнергетической поверхности и 
направление фокусировки фононов быстрой моды t1 не совпадает с 
симметричным направлением. Во-вторых, область отрицательной кри-
визны на изоэнергетической поверхности становится несимметричной 
относительно точки минимума (см. таблицу 1.7 и рис. 1.14в). Так, на-
пример, для CaF2 точка минимума расположена при θF = 47.6o. 
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Определим средние значения плотности состояний в кристаллах 
первой группы для областей фокусировки и дефокусировки моды t2. 
Отметим, что в диагональной плоскости мода t2, в отличие от плоско-
сти грани куба, имеет по две области фокусировки и дефокусировки 
фононов (см. рис. 1.14б). В первой области фокусировки коэффициент  
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Рис. 1.15. Угловые зависимости фазовых скоростей (а), нормированных на 105 см/с, и 
изоэнергетических поверхностей (б) в кристаллах Si для волновых векторов в плоскостях 
близких к диагональной: φ=π/4+0.1 – сплошные кривые и φ=π/4+0.01 – штриховые кривые. 
Кривые 1 и 2 – для квазипоперечных мод t1 и t2, соответственно.

поверхности, которые приводят к появлению локальных максимумов фокусировки в 

окрестности направлений [111] для моды t2 (см. рис. 1.14 б,г).

В кристаллах первого типа для волновых векторов в диагональной плоскости быстрая 

поперечная мода фокусируется в направлении [110], а медленная поперечная мода – в 

направлениях [100] и [111] (см. рис. 1.14). Из рисунка 1.14 видно, что фокусировка фононов 

моды t1 в кристаллах второго типа для волновых векторов в плоскости {110} происходит 

иначе, чем в кристаллах первого типа. Во-первых, в рассматриваемом случае минимум на 

изоэнергетической поверхности и направление фокусировки фононов быстрой моды t1 не 

совпадает с симметричным направлением. Во-вторых, область отрицательной кривизны на 

изоэнергетической поверхности становится несимметричной относительно точки минимума 

(см. таблицу 1.7 и рис. 1.14в). Так, например, для CaF2 точка минимума расположена при 

θF=47.6o.

Определим средние значения плотности состояний в кристаллах первой группы для 

областей фокусировки и дефокусировки моды t2. Отметим, что в диагональной плоскости 

мода t2, в отличие от плоскости грани куба, имеет по две области фокусировки и 

дефокусировки фононов (см. рис. 1.14б). В первой области фокусировки коэффициент 
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Рис. 1.15. Угловые зависимости фазовых скоростей (а), нормированных на 105 см/с, и 
изоэнергетических поверхностей (б) в кристаллах Si для волновых векторов в плоскостях 
близких к диагональной: φ=π/4+0.1 – сплошные кривые и φ=π/4+0.01 – штриховые кривые. 
Кривые 1 и 2 – для квазипоперечных мод t1 и t2, соответственно.
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах 
CaF2 для медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 ‒ 

кривая 1, δ= 0.1 ‒ кривая 2, 16/πϕ = /16 ‒ кривая 3, 16/2πϕ = /16 ‒ кривая 4, 
16/3πϕ = /16 ‒ кривая 5, 4/πϕ =  ‒ кривая 6

В кристаллах Si, согласно данным таблицы 1.6, имеем: (1) 
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах CaF2 для 
медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 - кривая 1, δ= 0.1 - кривая 2, 

16/πϕ = - кривая 3, 16/2πϕ = - кривая 4, 16/3πϕ = - кривая 5, 4/πϕ = - кривая 6.

В кристаллах Si, согласно данным таблицы 1.6, имеем: (1) 33.62{110}
]100[ =t

FIn и (2) 

28.12{110}
]111[ =t

FIn . Области дефокусировки (Д1 и Д2) в соответствие с рисунками 1.14б 

определяются углами: (1) ]111[2
3]111[
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3

t
g

t
−−<< θθθθ и (2) ( ) ]111[2

3]111[
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t

g
t

++ +<<+− θθθθθπ .

Тогда для средних плотностей состояний в первой и второй областях относительно 

изотропной среды получим:
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Воспользуемся таблицей 1.6 и для Si найдем: (1) 40.02{110}
)1( =t

DIn , (2) 66.02{110}
)2( =t

DIn . В 

результате для отношения средних плотностей состояний в областях фокусировки и 

дефокусировки фононов в кристаллах Si получим: (1) 8.152{110}
]100[ =t

FDn и (2) 9.12{110}
]111[ =t

FDn .

Приведем оценки средних плотностей состояний для областей фокусировки и 

дефокусировки моды t2 для кристаллов второй группы на примере CaF2. В диагональной 

плоскости мода t2 имеет одну область фокусировки в окрестности направления [111] и две 

области дефокусировки фононов (см. области Д1 и Д2 на рис. 1.14г). Относительная 

плотность состояний в области фокусировки 2{110}
]111[
t

FIn для кристалла CaF2 определяется 

формулой (1.66). Для областей дефокусировки несложно получить: 
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах CaF2 для 
медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 - кривая 1, δ= 0.1 - кривая 2, 

16/πϕ = - кривая 3, 16/2πϕ = - кривая 4, 16/3πϕ = - кривая 5, 4/πϕ = - кривая 6.
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. Области дефокусировки (Д1 и Д2) в соответствие с 
рисунками 1.14б определяются углами: (1) ]111[2
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стей состояний в первой и второй областях относительно изотропной 
среды получим:
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах CaF2 для 
медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 - кривая 1, δ= 0.1 - кривая 2, 

16/πϕ = - кривая 3, 16/2πϕ = - кривая 4, 16/3πϕ = - кривая 5, 4/πϕ = - кривая 6.
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]111[ =t
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Приведем оценки средних плотностей состояний для областей фокусировки и 

дефокусировки моды t2 для кристаллов второй группы на примере CaF2. В диагональной 

плоскости мода t2 имеет одну область фокусировки в окрестности направления [111] и две 

области дефокусировки фононов (см. области Д1 и Д2 на рис. 1.14г). Относительная 

плотность состояний в области фокусировки 2{110}
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах CaF2 для 
медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 - кривая 1, δ= 0.1 - кривая 2, 

16/πϕ = - кривая 3, 16/2πϕ = - кривая 4, 16/3πϕ = - кривая 5, 4/πϕ = - кривая 6.
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28.12{110}
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плоскости мода t2 имеет одну область фокусировки в окрестности направления [111] и две 
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области дефокусировки фононов (см. области Д1 и Д2 на рис. 1.14г). Относительная 

плотность состояний в области фокусировки 2{110}
]111[
t

FIn для кристалла CaF2 определяется 

формулой (1.66). Для областей дефокусировки несложно получить: 
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах CaF2 для 
медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 - кривая 1, δ= 0.1 - кривая 2, 

16/πϕ = - кривая 3, 16/2πϕ = - кривая 4, 16/3πϕ = - кривая 5, 4/πϕ = - кривая 6.

В кристаллах Si, согласно данным таблицы 1.6, имеем: (1) 33.62{110}
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Воспользуемся таблицей 1.6 и для Si найдем: (1) 40.02{110}
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DIn , (2) 66.02{110}
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. В результате для отношения средних плотностей со-
стояний в областях фокусировки и дефокусировки фононов в кристал-
лах Si получим: (1) 
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плотность состояний в области фокусировки 2{110}
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. Приведем оценки 
средних плотностей состояний для областей фокусировки и дефокуси-

Таблица 1.6
Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 

мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).
Кристалл 
(мода, 
напр-е 
фокуси-
ровки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ

54

Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)

}110{2
1
t
+θ }110{2

1
t
−θ }110{2

2
t
+θ }110{2

2
t
−θ }110{2

3
t
+θ }110{2

3
t
−θ }110{2

4
t
+θ }110{2

4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)2(
t
DIn

GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{

)2(),1(
λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
мода, напр-е 
фокусировки

}110{
1
λθ +

}110{
1
λθ −

}110{
2
λθ +

}110{
2
λθ −

}110{
3
λθ +

}110{
3
λθ −

}110{
4
λθ +

}110{
4
λθ −

}110{λ
FIn

}110{
)1(

λ
DIn

}110{
)2(

λ
DIn

t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 

(Д1) ( ) ( ){110}1
3

{110}1
4

{110}1
)1(

{110}1
)1( // t

F
t

FIso
t
DI

t
DI NNn −+ −−== θθθθ . (1.72)

(Д2) ( )( ) ( )( )1{110}
3

1{110}
4

1{110}
)2(

1{110}
)2( 2/2/ t

F
t

FIso
t
DI

t
DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.73)
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).
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(t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 

(1)
Si 
(t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83 

Si 
(t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 

(1)
MgO 
(t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90 

MgO
(t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 

(1)
}110{2

1
t
+θ }110{2

1
t
−θ }110{2

2
t
+θ }110{2

2
t
−θ }110{2

3
t
+θ }110{2

3
t
−θ }110{2

4
t
+θ }110{2

4
t
−θ
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)
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1
t
+θ }110{2

1
t
−θ }110{2

2
t
+θ }110{2

2
t
−θ }110{2

3
t
+θ }110{2

3
t
−θ }110{2

4
t
+θ }110{2

4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)2(
t
DIn

GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{

)2(),1(
λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
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фокусировки
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λ
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)2(

λ
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t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 
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{110}1
4

{110}1
)1(

{110}1
)1( // t
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).
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Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
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1.52{110}
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поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 
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t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
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1
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t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3
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F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3
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1{110} =++= −+−+
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FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 
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GaN 
(t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44

Si 
(t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66

MgO 
(t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70
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ровки моды t2 для кристаллов второй группы на примере CaF2. В диаго-
нальной плоскости мода t2 имеет одну область фокусировки в окрест-
ности направления [111] и две области дефокусировки фононов  
(см. области Д1 и Д2 на рис. 1.14г). Относительная плотность состоя-
ний в области фокусировки 
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах CaF2 для 
медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 - кривая 1, δ= 0.1 - кривая 2, 

16/πϕ = - кривая 3, 16/2πϕ = - кривая 4, 16/3πϕ = - кривая 5, 4/πϕ = - кривая 6.

В кристаллах Si, согласно данным таблицы 1.6, имеем: (1) 33.62{110}
]100[ =t

FIn и (2) 

28.12{110}
]111[ =t

FIn . Области дефокусировки (Д1 и Д2) в соответствие с рисунками 1.14б 

определяются углами: (1) ]111[2
3]111[

]100[2
3

t
g

t
−−<< θθθθ и (2) ( ) ]111[2

3]111[
]111[2

3]111[
t

g
t

++ +<<+− θθθθθπ .

Тогда для средних плотностей состояний в первой и второй областях относительно 

изотропной среды получим:

( ) ( )]100[2
3

]111[2
3]111[

]100[2
4

]111[2
4]111[

2{110}
)1(

2{110}
)1( // tttt

Iso
t
DI

t
DI NNn θθθθθθ −−−−== −+ . (1.67)

( )( ) ( )( )]111[2
3]111[

]111[2
4]111[

2{110}
)2(

2{110}
)2( 2/2/ tt

Iso
t

DI
t

DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.68)

Воспользуемся таблицей 1.6 и для Si найдем: (1) 40.02{110}
)1( =t

DIn , (2) 66.02{110}
)2( =t

DIn . В 

результате для отношения средних плотностей состояний в областях фокусировки и 

дефокусировки фононов в кристаллах Si получим: (1) 8.152{110}
]100[ =t

FDn и (2) 9.12{110}
]111[ =t

FDn .

Приведем оценки средних плотностей состояний для областей фокусировки и 

дефокусировки моды t2 для кристаллов второй группы на примере CaF2. В диагональной 

плоскости мода t2 имеет одну область фокусировки в окрестности направления [111] и две 

области дефокусировки фононов (см. области Д1 и Д2 на рис. 1.14г). Относительная 

плотность состояний в области фокусировки 2{110}
]111[
t

FIn для кристалла CaF2 определяется 

формулой (1.66). Для областей дефокусировки несложно получить: 

(Д1) ( ) ( ),// ]111[2
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2{110}
)1(

tt
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t
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)2( 2/2/ tt

Iso
t
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t
DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.70)

 для кристалла CaF2 определяется 
формулой (1.66). Для областей дефокусировки несложно получить: 
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах CaF2 для 
медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 - кривая 1, δ= 0.1 - кривая 2, 

16/πϕ = - кривая 3, 16/2πϕ = - кривая 4, 16/3πϕ = - кривая 5, 4/πϕ = - кривая 6.

В кристаллах Si, согласно данным таблицы 1.6, имеем: (1) 33.62{110}
]100[ =t

FIn и (2) 

28.12{110}
]111[ =t

FIn . Области дефокусировки (Д1 и Д2) в соответствие с рисунками 1.14б 
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Тогда для средних плотностей состояний в первой и второй областях относительно 
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Воспользуемся таблицей 1.6 и для Si найдем: (1) 40.02{110}
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FDn и (2) 9.12{110}
]111[ =t

FDn .

Приведем оценки средних плотностей состояний для областей фокусировки и 

дефокусировки моды t2 для кристаллов второй группы на примере CaF2. В диагональной 

плоскости мода t2 имеет одну область фокусировки в окрестности направления [111] и две 

области дефокусировки фононов (см. области Д1 и Д2 на рис. 1.14г). Относительная 

плотность состояний в области фокусировки 2{110}
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Рис. 1.16. Угловые зависимости изоэнергетических поверхностей в кристаллах CaF2 для 
медленной поперечной моды в плоскостях δπϕ += 4/ : δ = 0.01 - кривая 1, δ= 0.1 - кривая 2, 

16/πϕ = - кривая 3, 16/2πϕ = - кривая 4, 16/3πϕ = - кривая 5, 4/πϕ = - кривая 6.

В кристаллах Si, согласно данным таблицы 1.6, имеем: (1) 33.62{110}
]100[ =t

FIn и (2) 
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FIn . Области дефокусировки (Д1 и Д2) в соответствие с рисунками 1.14б 
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−−<< θθθθ и (2) ( ) ]111[2

3]111[
]111[2

3]111[
t

g
t

++ +<<+− θθθθθπ .

Тогда для средних плотностей состояний в первой и второй областях относительно 
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Воспользуемся таблицей 1.6 и для Si найдем: (1) 40.02{110}
)1( =t

DIn , (2) 66.02{110}
)2( =t

DIn . В 

результате для отношения средних плотностей состояний в областях фокусировки и 

дефокусировки фононов в кристаллах Si получим: (1) 8.152{110}
]100[ =t

FDn и (2) 9.12{110}
]111[ =t

FDn .

Приведем оценки средних плотностей состояний для областей фокусировки и 

дефокусировки моды t2 для кристаллов второй группы на примере CaF2. В диагональной 

плоскости мода t2 имеет одну область фокусировки в окрестности направления [111] и две 

области дефокусировки фононов (см. области Д1 и Д2 на рис. 1.14г). Относительная 

плотность состояний в области фокусировки 2{110}
]111[
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FIn для кристалла CaF2 определяется 

формулой (1.66). Для областей дефокусировки несложно получить: 
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)2( 2/2/ tt

Iso
t
DI

t
DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.70) (1.70)

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим:
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)
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1
t
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t
−θ }110{2

2
t
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2
t
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t
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3
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−θ }110{2

4
t
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4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)2(
t
DIn

GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{

)2(),1(
λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
мода, напр-е 
фокусировки

}110{
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}110{
3
λθ +
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λ
DIn

}110{
)2(

λ
DIn

t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 

(Д1) ( ) ( ){110}1
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F
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DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.73)

, 
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)
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GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{
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λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
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фокусировки
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4
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}110{
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t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 

(Д1) ( ) ( ){110}1
3
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4

{110}1
)1(

{110}1
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F
t
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DI
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. В результате для отноше-
ния средних плотностей состояний в областях фокусировки и дефоку-
сировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)
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t
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GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{
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λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
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t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
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t
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t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
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t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:
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Для областей дефокусировки несложно получить: 
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 и  
(2) 
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)
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GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{
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плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
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t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
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t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
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1
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t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
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1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
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FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 
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. Проанализируем угловые зависимости средних плот-
ностей состояний быстрой поперечной моды t1 в кристаллах второй 
группы для волновых векторов в диагональной плоскости. В этой 

Таблица 1.7
Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных 
поперечных мод для волновых векторов в диагональной плоскости 
для кристалла CaF2. 
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)
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GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{

)2(),1(
λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
мода, напр-е 
фокусировки

}110{
1
λθ +

}110{
1
λθ −

}110{
2
λθ +

}110{
2
λθ −

}110{
3
λθ +

}110{
3
λθ −

}110{
4
λθ +

}110{
4
λθ −

}110{λ
FIn

}110{
)1(

λ
DIn

}110{
)2(

λ
DIn

t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 

(Д1) ( ) ( ){110}1
3

{110}1
4

{110}1
)1(

{110}1
)1( // t

F
t

FIso
t
DI

t
DI NNn −+ −−== θθθθ . (1.72)

(Д2) ( )( ) ( )( )1{110}
3

1{110}
4

1{110}
)2(

1{110}
)2( 2/2/ t

F
t

FIso
t
DI

t
DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.73)

 ‒ плотность состояний в направлениях 
[100] (1) и [110] (2).

мода, 
напр-е 
фокуси-
ровки

}110{
1
λθ +

}110{
1
λθ −

}110{
2
λθ +

}110{
2
λθ −

}110{
3
λθ +

}110{
3
λθ −

}110{
4
λθ +

}110{
4
λθ −
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)

}110{2
1
t
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1
t
−θ }110{2

2
t
+θ }110{2

2
t
−θ }110{2

3
t
+θ }110{2

3
t
−θ }110{2

4
t
+θ }110{2

4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)2(
t
DIn

GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{

)2(),1(
λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
мода, напр-е 
фокусировки

}110{
1
λθ +

}110{
1
λθ −

}110{
2
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}110{
2
λθ −

}110{
3
λθ +

}110{
3
λθ −

}110{
4
λθ +

}110{
4
λθ −

}110{λ
FIn

}110{
)1(

λ
DIn

}110{
)2(

λ
DIn

t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 

(Д1) ( ) ( ){110}1
3

{110}1
4

{110}1
)1(

{110}1
)1( // t

F
t

FIso
t
DI

t
DI NNn −+ −−== θθθθ . (1.72)

(Д2) ( )( ) ( )( )1{110}
3

1{110}
4

1{110}
)2(

1{110}
)2( 2/2/ t

F
t

FIso
t
DI

t
DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.73)
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)

}110{2
1
t
+θ }110{2

1
t
−θ }110{2

2
t
+θ }110{2

2
t
−θ }110{2

3
t
+θ }110{2

3
t
−θ }110{2

4
t
+θ }110{2

4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)2(
t
DIn

GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{

)2(),1(
λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
мода, напр-е 
фокусировки

}110{
1
λθ +

}110{
1
λθ −

}110{
2
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}110{
2
λθ −

}110{
3
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}110{
3
λθ −

}110{
4
λθ +

}110{
4
λθ −

}110{λ
FIn

}110{
)1(

λ
DIn

}110{
)2(

λ
DIn

t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 

(Д1) ( ) ( ){110}1
3

{110}1
4

{110}1
)1(

{110}1
)1( // t

F
t

FIso
t
DI

t
DI NNn −+ −−== θθθθ . (1.72)

(Д2) ( )( ) ( )( )1{110}
3

1{110}
4

1{110}
)2(

1{110}
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t
DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.73)
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)

}110{2
1
t
+θ }110{2

1
t
−θ }110{2

2
t
+θ }110{2

2
t
−θ }110{2

3
t
+θ }110{2

3
t
−θ }110{2

4
t
+θ }110{2

4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)2(
t
DIn

GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости для кристалла CaF2. }110{

)2(),1(
λ
DIn -

плотность состояний в направлениях [100] (1) и [110] (2).
мода, напр-е 
фокусировки

}110{
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}110{
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}110{
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4
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4
λθ −

}110{λ
FIn

}110{
)1(

λ
DIn

}110{
)2(

λ
DIn

t1, θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87
t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =

θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 

(Д1) ( ) ( ){110}1
3

{110}1
4

{110}1
)1(

{110}1
)1( // t

F
t

FIso
t
DI

t
DI NNn −+ −−== θθθθ . (1.72)
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1{110}
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t
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t
DI NNn +− +−+−== θθπθθπ . (1.73)

t1, 
θF = 47.6o 20.5о 8.0о 11.7о 0o 3.3о 3.7о 23.4о 8.2о 4.67 0.55 0.87

t2, [111] 14.1о 20.2о 0o 0o 12.0о 12.0о 21.7о 26.1о 1.99 0.77 0.39

плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111]  
(при θ = θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на  
рис. 1.14в ‒ в интервале углов ( ) 1

3
1

3
t

Fg
t

F −− −<<−− θθθθθ  и область Д2 на 
рис. 1.14в ‒ в интервале углов 1

3
1

3
t

Fg
t

F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области 



651.5. Влияние фокусировки на плотность фононных состояний 

фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)

}110{
1
λθ }110{

2
λθ }110{

3
λθ }110{

4
λθ }110{λ

FIn
}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)
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3
t
−θ }110{2

4
t
+θ }110{2

4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)2(
t
DIn

GaN (t2, [111]) 8.8o 18.2o 0o 0o 23.3о 23.3о 14.8о 30.0о 0.96 0.44
Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70

Воспользовавшись таблицей 1.7, для кристалла CaF2 получим: 99.12{110}
]111[ =t

FIn ; 77.02{110}
)1( =t

DIn ,

39.02{110}
)2( =t

DIn . В результате для отношения средних плотностей состояний в областях 

фокусировки и дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 6.22{110}
)1( =t

FDn и (2) 

1.52{110}
)2( =t

FDn . Проанализируем угловые зависимости средних плотностей состояний быстрой 

поперечной моды t1 в кристаллах второй группы для волновых векторов в диагональной 

Таблица 1.7. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
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плоскости. В этой плоскости мода t1 фокусируется в направлениях близких к [111] (при θ =
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Для областей дефокусировки несложно получить: 
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Для областей дефокусировки несложно получить: 
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).

Кристалл 
(мода, напр-е 
фокусировки)
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λθ }110{λ
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}110{λ

DIn

GaN (t1, [110]) 28.0o 14.4o 8.1o 33.3o 4.09 0.69
GaN (t2, [100]) 27.5o 12.3o 14.7o 33.8o 2.30 0.37 (1)
Si (t1, [110]) 13.4o 7.5o 0.86o 15.7o 18.2 0.83
Si (t2, [100]) 18.1o 9.6o 3.4o 21.7o 6.33 0.40 (1)
MgO (t1, [110]) 7.9o 4.5o 0.1o 8.75o 88.2 0.90
MgO (t2, [100]) 16.0o 8.6o 2.3o 18.7o 8.15 0.46 (1)
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Si (t2, [111]) 6.4o 10.9o 0o 0o 12.6o 12.6o 12.0o 20.4o 1.28 0.66
MgO (t2, [111]) 5.9o 9.8o 0o 0o 11.1o 11.1o 11.3o 18.4o 1.34 0.70
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Таблица 1.6. Углы }110{λθi , характеризующие фокусировку быстрых и медленных поперечных 
мод для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ).
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θF). Она имеет две области дефокусировки: область Д1 на рис. 1.14в - в интервале углов  

( ) 1
3

1
3

t
Fg

t
F −− −<<−− θθθθθ и область Д2 на рис. 1.14в - в интервале углов  

1
3

1
3

t
Fg

t
F ++ −−<<+ θθπθθθ . В области фокусировки моды t1 для кристалла CaF2 имеем:

( ) ( ) 67.4/ 1{110}
3

1{110}
3

1{110}
4

1{110}
4

1{110} =++= −+−+
ttttt

FIn θθθθ . (1.71)

Для областей дефокусировки несложно получить: 
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Согласно формулам (1.72) и (1.73) для кристалла CaF2 получим: 
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Согласно формулам (1.72) и (1.73) для кристалла CaF2 получим: 55.01{110}
)1( =t

DIn , 87.01{110}
)2( =t

DIn .

В результате для отношения средних плотностей состояний в областях фокусировки и 

дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 5.8{110}1
)1( =t

FDn и (2) 4.51{110}
)2( =t

FDn .

Из таблиц 1.6 и 1.7 видно, что в кристаллах обоих типов для медленной поперечной 

моды в направлении [111] выполняется равенство: ]111[2
3

]111[2
3

]111[2
3

ttt
+− =≡ θθθ . Это не 

удивительно, поскольку в направлении [111] происходит внутренняя коническая рефракция 

поперечных фононов (см. [76-78]). В работе [76] показано, что в кубических кристаллах в 

окрестности направления [111] фононы медленной поперечной моды распространяются в 

конусе с углом раскрытия ]111[2
32 tθ . Согласно [76], угол ]111[2

3
tθ может быть выражен через 

модули упругости второго порядка следующим образом:

( )441211

4411]111[2
3

))(1(
2
1arctg
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cckt

+−
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=θ . (1.74) 

Для волновых векторов, лежащих в плоскостях, близких к диагональной плоскости 

δπϕ ±= 4/ (где 1<<δ ), кривизна изоэнергетической поверхности, а также 

характеристические углы )(δθ λ
i будут функциями угла δ (см. рис. 1.14-1.16). Схема 

определения углов )(}110{2 δθ ti при 1<<δ в диагональной плоскости изображена на рисунке 

1.17, а их величины представлены в таблице 1.8. В случае несимметричных областей 
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Рис. 1.17. Схема определения углов )(2
1 δθ t± , )(2

3 δθ t± и )(2
4 δθ t± для медленной поперечной моды 

в плоскостях близких к диагональной ( δπϕ ±= 4/ ) в кристаллах (а) GaN и (б) CaF2: кривые 
1 - функция )4/,(2 πθθ tg , кривые 1a - функция )01.04/,(2 ±πθθ tg , кривые 1b - функция 

)05.04/,(2 ±πθθ tg , кривые 1c - функция )1.04/,(2 ±πθθ tg . Кривые 2 – функция θθθ =)(g
(случай изотропной среды).

. В результате для отношения средних 
плотностей состояний в областях фокусировки и дефокусировки фоно-
нов в кристаллах CaF2 получим: (1) 
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Рис. 1.17. Схема определения углов )(2
1 δθ t± , )(2

3 δθ t± и )(2
4 δθ t± для медленной поперечной моды 

в плоскостях близких к диагональной ( δπϕ ±= 4/ ) в кристаллах (а) GaN и (б) CaF2: кривые 
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(случай изотропной среды).
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Из таблиц 1.6 и 1.7 видно, что в кристаллах обоих типов для мед-

ленной поперечной моды в направлении [111] выполняется равенство: 
]111[2

3
]111[2

3
]111[2

3
ttt
+− =≡ θθθ . Это не удивительно, поскольку в направлении 

[111] происходит внутренняя коническая рефракция поперечных фоно-
нов (см. [76-78]). В работе [76] показано, что в кубических кристаллах 
в окрестности направления [111] фононы медленной поперечной моды 
распространяются в конусе с углом раскрытия ]111[2

32 tθ . Согласно [76], 
угол ]111[2

3
tθ  может быть выражен через модули упругости второго по-

рядка следующим образом:
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Для волновых векторов, лежащих в плоскостях, близких к диаго-

нальной плоскости δπϕ ±= 4/  (где δ << 1), кривизна изоэнергетиче-
ской поверхности, а также характеристические углы )(δθ λ

i  будут 
функциями угла δ (см. рис. 1.14-1.16). Схема определения углов 

)(}110{2 δθ ti  при δ << 1 в диагональной плоскости изображена на рисун-
ке 1.17, а их величины представлены в таблице 1.8. В случае несимме-
тричных областей отрицательной кривизны для мод t1 и t2 относитель-
ная плотность состояний в области фокусировки фононов будет опре-
деляться углами 

56

отрицательной кривизны для мод t1 и t2 относительная плотность состояний в области 

фокусировки фононов будет определяться углами )(и)( 34 δθδθ λλ
±± в соответствии с 

выражением:

( ) ( ))()(/)()(/ 3344
{110}{110} δθδθδθδθ λλλλλλ

−+−+ ++== IsoFFI NNn . (1.75)

Для оценки изменения плотности фононных состояний для волновых векторов в 

плоскостях, близких к диагональной, определим зависимости углов ( )δθ ]111[2
3
t
± и ( )δθ ]111[2

4
t
± при 

малых значениях δ (см. таблицу 1.8). Поскольку функции )4/,( δπθθ λ ±g являются четными 

функциями параметра δ, то аппроксимируем зависимости ( )δθ ]111[2
3
t
± и ( )δθ ]111[2

4
t
±

биквадратичными функциями типа:
±±±

± ++= cbat 24]111[2
3 )()()( δδδθ . (1.76)

Таблица 1.8. Значения углов ( )δθ ]111[2
3
t
± и ( )δθ ]111[2

4
t
± для параметров δ = 0.05 и 0.1, 

характеризующих фокусировку медленных поперечных мод в окрестности направления 
[111].
Кристалл δ ( )δθ ]111[2

3
t
+ ( )δθ ]111[2

3
t
− ( )δθ ]111[2

4
t
+ ( )δθ ]111[2

4
t
−

GaN 0.05 12.2о 15.8о 12.3о 26.7о

0.1 7.3о 11.2о 10.9о 23.1о

Si 0.05 5.1о 6.3о 8.3о 15.7о

0.1 2.1о 3.4о 6.7о 12.2о

MgO 0.05 5.1о 4.2о 7.8о 13.8о

0.1 3.4о 2.6о 6.8о 11.3о

CaF2 0.05 7.5о 11.6о 20.9о 26.2о

0.1 4.9о 10.9о 17.9о 25.4о

Определим углы ( )δθ ]111[2
3
t
± для значений параметров δ=0+, 0.05 и 0.1 и найдем неизвестные 

коэффициенты ±± ba , и ±c , например, для CaF2:

1) для ]111[2
3
t
+θ : a+ = 2537, b+ = -37.76, c+ = 0.21;

2) для ]111[2
3
t
−θ : a- = 116.4, b- = -3.08, c- = 0.21. 

Усредним функцию )(]111[2
3 δθ t по углу δ в интервале ],0[ ∆ следующим образом:

( ) ( )δθδδθ ]111[2
3

0

]111[2
3

1 tt d∫
∆

∆
= . (1.77)

Возьмем область усреднения Δ=0.1 рад (5.7о) и для CaF2 получим: ]111[2
3
t
+θ = 7.7о и ]111[2

3
t
−θ =

11.5о. Аналогично проводим усреднение углов ]111[2
4
t
±θ . Средние значения углов }110{2t

iθ

приведены в таблице 1.9.

 и 
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.     (1.75)
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Для оценки изменения плотности фононных состояний для волно-
вых векторов в плоскостях, близких к диагональной, определим зави-
симости углов ( )δθ ]111[2

3
t
±  и ( )δθ ]111[2

4
t
±  при малых значениях δ (см. табли-

цу 1.8). Поскольку функции )4/,( δπθθ λ ±g  являются четными функ-
циями параметра δ, то аппроксимируем зависимости ( )δθ ]111[2

3
t
±  и 

( )δθ ]111[2
4
t
±  биквадратичными функциями типа:

±±±
± ++= cbat 24]111[2

3 )()()( δδδθ .                          (1.76)

Рис. 1.17. Схема определения углов )(2
1 δθ t± , )(2

3 δθ t±  и )(2
4 δθ t±  для медленной 

поперечной моды в плоскостях близких к диагональной ( δπϕ ±= 4/ ) в кристаллах 
(а) GaN и (б) CaF2: кривые 1 ‒ функция )4/,(2 πθθ tg , кривые 1a ‒ функция 
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Рис. 1.17. Схема определения углов )(2
1 δθ t± , )(2

3 δθ t± и )(2
4 δθ t± для медленной поперечной моды 

в плоскостях близких к диагональной ( δπϕ ±= 4/ ) в кристаллах (а) GaN и (б) CaF2: кривые 
1 - функция )4/,(2 πθθ tg , кривые 1a - функция )01.04/,(2 ±πθθ tg , кривые 1b - функция 

)05.04/,(2 ±πθθ tg , кривые 1c - функция )1.04/,(2 ±πθθ tg . Кривые 2 – функция θθθ =)(g
(случай изотропной среды).

, кривые 1b ‒ функция 
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Согласно формулам (1.72) и (1.73) для кристалла CaF2 получим: 55.01{110}
)1( =t

DIn , 87.01{110}
)2( =t

DIn .

В результате для отношения средних плотностей состояний в областях фокусировки и 

дефокусировки фононов в кристаллах CaF2 получим: (1) 5.8{110}1
)1( =t

FDn и (2) 4.51{110}
)2( =t

FDn .

Из таблиц 1.6 и 1.7 видно, что в кристаллах обоих типов для медленной поперечной 

моды в направлении [111] выполняется равенство: ]111[2
3

]111[2
3

]111[2
3

ttt
+− =≡ θθθ . Это не 

удивительно, поскольку в направлении [111] происходит внутренняя коническая рефракция 

поперечных фононов (см. [76-78]). В работе [76] показано, что в кубических кристаллах в 

окрестности направления [111] фононы медленной поперечной моды распространяются в 

конусе с углом раскрытия ]111[2
32 tθ . Согласно [76], угол ]111[2

3
tθ может быть выражен через 

модули упругости второго порядка следующим образом:

( )441211

4411]111[2
3

))(1(
2
1arctg

ccc
cckt

+−
−−

=θ . (1.74) 

Для волновых векторов, лежащих в плоскостях, близких к диагональной плоскости 

δπϕ ±= 4/ (где 1<<δ ), кривизна изоэнергетической поверхности, а также 

характеристические углы )(δθ λ
i будут функциями угла δ (см. рис. 1.14-1.16). Схема 

определения углов )(}110{2 δθ ti при 1<<δ в диагональной плоскости изображена на рисунке 

1.17, а их величины представлены в таблице 1.8. В случае несимметричных областей 
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Рис. 1.17. Схема определения углов )(2
1 δθ t± , )(2

3 δθ t± и )(2
4 δθ t± для медленной поперечной моды 

в плоскостях близких к диагональной ( δπϕ ±= 4/ ) в кристаллах (а) GaN и (б) CaF2: кривые 
1 - функция )4/,(2 πθθ tg , кривые 1a - функция )01.04/,(2 ±πθθ tg , кривые 1b - функция 

)05.04/,(2 ±πθθ tg , кривые 1c - функция )1.04/,(2 ±πθθ tg . Кривые 2 – функция θθθ =)(g
(случай изотропной среды).

, кривые 1c ‒ функция 
)1.04/,(2 ±πθθ tg . Кривые 2 – функция θθθ =)(g  (случай изотропной среды)

Таблица 1.8. 
Значения углов ( )δθ ]111[2

3
t
±  и ( )δθ ]111[2

4
t
±  для параметров δ = 0.05 и 0.1, 

характеризующих фокусировку медленных поперечных мод в окрест-
ности направления [111].

Кристалл δ ( )δθ ]111[2
3
t
+ ( )δθ ]111[2

3
t
− ( )δθ ]111[2

4
t
+ ( )δθ ]111[2

4
t
−

GaN 0.05 12.2о 15.8о 12.3о 26.7о

0.1 7.3о 11.2о 10.9о 23.1о

Si 0.05 5.1о 6.3о 8.3о 15.7о

0.1 2.1о 3.4о 6.7о 12.2о

MgO 0.05 5.1о 4.2о 7.8о 13.8о

0.1 3.4о 2.6о 6.8о 11.3о

CaF2 0.05 7.5о 11.6о 20.9о 26.2о

0.1 4.9о 10.9о 17.9о 25.4о



671.5. Влияние фокусировки на плотность фононных состояний 

Определим углы ( )δθ ]111[2
3
t
±  для значений параметров δ = 0+, 0.05 и 

0.1 и найдем неизвестные коэффициенты ±± ba ,  и ±c , например, для 
CaF2:

1) для ]111[2
3
t
+θ : a+ = 2537, b+ = -37.76, c+ = 0.21;

2) для ]111[2
3
t
−θ : a- = 116.4, b- = -3.08, c- = 0.21. 

Усредним функцию )(]111[2
3 δθ t  по углу δ в интервале ],0[ ∆  следую-

щим образом:

( ) ( )δθδδθ ]111[2
3

0

]111[2
3

1 tt d∫
∆

∆
= .                         (1.77)

Возьмем область усреднения Δ=0.1 рад (5.7о) и для CaF2 получим: 
]111[2

3
t
+θ = 7.7о и ]111[2

3
t
−θ  = 11.5о. Аналогично проводим усреднение 

углов ]111[2
4
t
±θ . Средние значения углов }110{2t

iθ  приведены в таблице 1.9.
Рассмотрим далее и сравним угловые зависимости средних плот-

ностей фононных состояний в кристаллах первого (Ge, Si, GaN) и вто-
рого (CaF2, PbS) типов для волновых векторов в плоскости грани куба.

Таблица 1.9
Средние значения углов }110{2

4,3
tθ , характеризующих фокусировку 

медленных поперечных мод в окрестности направления [111], а также 
значения плотностей состояний в областях фокусировки 
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Рассмотрим далее и сравним угловые зависимости средних плотностей фононных 

состояний в кристаллах первого (Ge, Si, GaN) и второго (CaF2, PbS) типов для волновых

Таблица 1.9. Средние значения углов }110{2
4,3
tθ , характеризующих фокусировку медленных 

поперечных мод в окрестности направления [111], а также значения плотностей состояний в 
областях фокусировки }110{2t

FIn и дефокусировки фононов }110{2
)2(),1(

t
DIn и отношения средних 

плотностей состояний }110{2
)2(),1(

t
FDn .
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векторов в плоскости грани куба. Как видно из рисунка 1.18а, области максимумов 

плотности состояний в кристаллах первого типа (Ge, Si, GaN) соответствуют минимумам в 

кристаллах второго типа (CaF2, PbS). Это обусловлено тем, что направлениям фокусировки в 

кристаллах первого типа соответствуют направлениям дефокусировки в кристаллах второго 

типа (см. рис. 1.18а). Из приведенных на рисунке 1.18а зависимостей для кристаллов первого 

типа максимальные значения плотность состояний достигает для кристаллов Si, которые 

имеют минимальное значение параметра анизотропии и угла }100{2
32 tθ , определяющего 

область фокусировки фононов, а минимальные - для кристаллов GaN, которые имеют 

максимальное значение параметра анизотропии и угла }100{2
32 tθ , определяющего область 

фокусировки фононов.

Поскольку угловые зависимости плотностей фононных состояний для волновых 

векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) имеют более сложный вид, то мы приведем 

их зависимости только для кристаллов Si и CaF2 (см. рис. 1.18б). Для кристалла Si в области 

фокусировки быстрой поперечной моды в направлении [110] угол 1
4

1
3

tt θθ << (см. табл. 1.6), 

поэтому максимум плотности состояний для этой моды значительно превосходит плотность 

состояний в изотропной среде ( }110{1t
FIn = 18.2) и максимумы плотности состояний медленной 

поперечной моды, которая фокусируется в направлениях [100] и [111] (см. табл. 1.6 и рис. 

1.18б, кривые 1 и 1а). Причем, максимум плотности состояний для моды t2 в направлении 

[001] превосходит максимум в направлении [111] почти в 5 раз. В кристаллах CaF2 в 

направлении θ=θF = 47.6o фокусируются фононы быстрой поперечной моды, а в направлении 

[111] - фононы медленной поперечной моды. Максимум плотности состояний моды t2 в 

направлении [111] оказывается в два раза выше максимума, соответствующего быстрой 

 и 
дефокусировки фононов 
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областях фокусировки }110{2t
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векторов в плоскости грани куба. Как видно из рисунка 1.18а, области максимумов 

плотности состояний в кристаллах первого типа (Ge, Si, GaN) соответствуют минимумам в 

кристаллах второго типа (CaF2, PbS). Это обусловлено тем, что направлениям фокусировки в 

кристаллах первого типа соответствуют направлениям дефокусировки в кристаллах второго 

типа (см. рис. 1.18а). Из приведенных на рисунке 1.18а зависимостей для кристаллов первого 

типа максимальные значения плотность состояний достигает для кристаллов Si, которые 

имеют минимальное значение параметра анизотропии и угла }100{2
32 tθ , определяющего 

область фокусировки фононов, а минимальные - для кристаллов GaN, которые имеют 

максимальное значение параметра анизотропии и угла }100{2
32 tθ , определяющего область 

фокусировки фононов.

Поскольку угловые зависимости плотностей фононных состояний для волновых 

векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) имеют более сложный вид, то мы приведем 

их зависимости только для кристаллов Si и CaF2 (см. рис. 1.18б). Для кристалла Si в области 

фокусировки быстрой поперечной моды в направлении [110] угол 1
4

1
3

tt θθ << (см. табл. 1.6), 

поэтому максимум плотности состояний для этой моды значительно превосходит плотность 

состояний в изотропной среде ( }110{1t
FIn = 18.2) и максимумы плотности состояний медленной 

поперечной моды, которая фокусируется в направлениях [100] и [111] (см. табл. 1.6 и рис. 

1.18б, кривые 1 и 1а). Причем, максимум плотности состояний для моды t2 в направлении 

[001] превосходит максимум в направлении [111] почти в 5 раз. В кристаллах CaF2 в 

направлении θ=θF = 47.6o фокусируются фононы быстрой поперечной моды, а в направлении 

[111] - фононы медленной поперечной моды. Максимум плотности состояний моды t2 в 

направлении [111] оказывается в два раза выше максимума, соответствующего быстрой 

 и отношения средних плотностей 
состояний 

57

Рассмотрим далее и сравним угловые зависимости средних плотностей фононных 

состояний в кристаллах первого (Ge, Si, GaN) и второго (CaF2, PbS) типов для волновых

Таблица 1.9. Средние значения углов }110{2
4,3
tθ , характеризующих фокусировку медленных 

поперечных мод в окрестности направления [111], а также значения плотностей состояний в 
областях фокусировки }110{2t

FIn и дефокусировки фононов }110{2
)2(),1(

t
DIn и отношения средних 

плотностей состояний }110{2
)2(),1(

t
FDn .

Крис-
талл

]111[2
3
t
+θ ]111[2

3
t
−θ ]111[2

4
t
+θ ]111[2

4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)1(
t
DIn

}110{2
)2(

t
DIn

}110{2
)1(

t
FDn

}110{2
)2(

t
FDn

GaN 12.9о 16.1о 12.5о 26.6о 1.35 0.15 0.39 8.95 3.5
Si 5.6о 6.7о 8.5о 15.8о 1.97 0.43 0.66 4.63 3.0
MgO 5.6о 4.9о 8.1о 14.0о 2.11 0.47 0.72 4.49 2.9
CaF2 7.7о 11.5о 20.5о 26.1о 2.42 0.79 0.33 3.06 7.3

векторов в плоскости грани куба. Как видно из рисунка 1.18а, области максимумов 

плотности состояний в кристаллах первого типа (Ge, Si, GaN) соответствуют минимумам в 

кристаллах второго типа (CaF2, PbS). Это обусловлено тем, что направлениям фокусировки в 

кристаллах первого типа соответствуют направлениям дефокусировки в кристаллах второго 

типа (см. рис. 1.18а). Из приведенных на рисунке 1.18а зависимостей для кристаллов первого 

типа максимальные значения плотность состояний достигает для кристаллов Si, которые 

имеют минимальное значение параметра анизотропии и угла }100{2
32 tθ , определяющего 

область фокусировки фононов, а минимальные - для кристаллов GaN, которые имеют 

максимальное значение параметра анизотропии и угла }100{2
32 tθ , определяющего область 

фокусировки фононов.

Поскольку угловые зависимости плотностей фононных состояний для волновых 

векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) имеют более сложный вид, то мы приведем 

их зависимости только для кристаллов Si и CaF2 (см. рис. 1.18б). Для кристалла Si в области 

фокусировки быстрой поперечной моды в направлении [110] угол 1
4

1
3

tt θθ << (см. табл. 1.6), 

поэтому максимум плотности состояний для этой моды значительно превосходит плотность 

состояний в изотропной среде ( }110{1t
FIn = 18.2) и максимумы плотности состояний медленной 

поперечной моды, которая фокусируется в направлениях [100] и [111] (см. табл. 1.6 и рис. 

1.18б, кривые 1 и 1а). Причем, максимум плотности состояний для моды t2 в направлении 

[001] превосходит максимум в направлении [111] почти в 5 раз. В кристаллах CaF2 в 

направлении θ=θF = 47.6o фокусируются фононы быстрой поперечной моды, а в направлении 

[111] - фононы медленной поперечной моды. Максимум плотности состояний моды t2 в 

направлении [111] оказывается в два раза выше максимума, соответствующего быстрой 
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Как видно из рисунка 1.18а, области максимумов плотности состояний 
в кристаллах первого типа (Ge, Si, GaN) соответствуют минимумам в 
кристаллах второго типа (CaF2, PbS). Это обусловлено тем, что направ-
лениям фокусировки в кристаллах первого типа соответствуют направ-
лениям дефокусировки в кристаллах второго типа (см. рис. 1.18а). Из 
приведенных на рисунке 1.18а зависимостей для кристаллов первого 



68 Глава 1. Распространение упругих волн и фокусировка фононов

Рис. 1.18. (а) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в 
плоскости {100} для моды t2 в кристаллах Si (1), Ge (2), GaN (3) и быстрой моды 
t1 в кристаллах CaF2 (4) и PbS (5). Кривая 6 – плотность фононных состояний в 

модели изотропной среды. (б) Угловые зависимости средних плотностей фонон-
ных состояний в плоскости {110} ( 4/πϕ = ) в кристаллах Si (1,1а) и CaF2 (2,2а) 
для медленных (кривые 1 и 2) и быстрых (кривые 1а и 2а) поперечных фононов. 

Кривая 3 – плотность фононных состояний для модели изотропной среды



691.5. Влияние фокусировки на плотность фононных состояний 

типа максимальные значения плотность состояний достигает для кри-
сталлов Si, которые имеют минимальное значение параметра анизотро-
пии и угла }100{2

32 tθ , определяющего область фокусировки фононов, а 
минимальные - для кристаллов GaN, которые имеют максимальное 
значение параметра анизотропии и угла }100{2

32 tθ , определяющего об-
ласть фокусировки фононов.

Поскольку угловые зависимости плотностей фононных состояний 
для волновых векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) имеют 
более сложный вид, то мы приведем их зависимости только для кри-
сталлов Si и CaF2 (см. рис. 1.18б). Для кристалла Si в области фокуси-
ровки быстрой поперечной моды в направлении [110] угол 1

4
1

3
tt θθ <<  

(см. табл. 1.6), поэтому максимум плотности состояний для этой моды 
значительно превосходит плотность состояний в изотропной среде  
(
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Рассмотрим далее и сравним угловые зависимости средних плотностей фононных 

состояний в кристаллах первого (Ge, Si, GaN) и второго (CaF2, PbS) типов для волновых

Таблица 1.9. Средние значения углов }110{2
4,3
tθ , характеризующих фокусировку медленных 

поперечных мод в окрестности направления [111], а также значения плотностей состояний в 
областях фокусировки }110{2t

FIn и дефокусировки фононов }110{2
)2(),1(

t
DIn и отношения средних 

плотностей состояний }110{2
)2(),1(

t
FDn .

Крис-
талл

]111[2
3
t
+θ ]111[2

3
t
−θ ]111[2

4
t
+θ ]111[2

4
t
−θ }110{2t

FIn
}110{2

)1(
t
DIn

}110{2
)2(

t
DIn

}110{2
)1(

t
FDn

}110{2
)2(

t
FDn

GaN 12.9о 16.1о 12.5о 26.6о 1.35 0.15 0.39 8.95 3.5
Si 5.6о 6.7о 8.5о 15.8о 1.97 0.43 0.66 4.63 3.0
MgO 5.6о 4.9о 8.1о 14.0о 2.11 0.47 0.72 4.49 2.9
CaF2 7.7о 11.5о 20.5о 26.1о 2.42 0.79 0.33 3.06 7.3

векторов в плоскости грани куба. Как видно из рисунка 1.18а, области максимумов 

плотности состояний в кристаллах первого типа (Ge, Si, GaN) соответствуют минимумам в 

кристаллах второго типа (CaF2, PbS). Это обусловлено тем, что направлениям фокусировки в 

кристаллах первого типа соответствуют направлениям дефокусировки в кристаллах второго 

типа (см. рис. 1.18а). Из приведенных на рисунке 1.18а зависимостей для кристаллов первого 

типа максимальные значения плотность состояний достигает для кристаллов Si, которые 

имеют минимальное значение параметра анизотропии и угла }100{2
32 tθ , определяющего 

область фокусировки фононов, а минимальные - для кристаллов GaN, которые имеют 

максимальное значение параметра анизотропии и угла }100{2
32 tθ , определяющего область 

фокусировки фононов.

Поскольку угловые зависимости плотностей фононных состояний для волновых 

векторов в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) имеют более сложный вид, то мы приведем 

их зависимости только для кристаллов Si и CaF2 (см. рис. 1.18б). Для кристалла Si в области 

фокусировки быстрой поперечной моды в направлении [110] угол 1
4

1
3

tt θθ << (см. табл. 1.6), 

поэтому максимум плотности состояний для этой моды значительно превосходит плотность 

состояний в изотропной среде ( }110{1t
FIn = 18.2) и максимумы плотности состояний медленной 

поперечной моды, которая фокусируется в направлениях [100] и [111] (см. табл. 1.6 и рис. 

1.18б, кривые 1 и 1а). Причем, максимум плотности состояний для моды t2 в направлении 

[001] превосходит максимум в направлении [111] почти в 5 раз. В кристаллах CaF2 в 

направлении θ=θF = 47.6o фокусируются фононы быстрой поперечной моды, а в направлении 

[111] - фононы медленной поперечной моды. Максимум плотности состояний моды t2 в 

направлении [111] оказывается в два раза выше максимума, соответствующего быстрой 

 = 18.2) и максимумы плотности состояний медленной попереч-
ной моды, которая фокусируется в направлениях [100] и [111] (см. табл. 1.6 
и рис. 1.18б, кривые 1 и 1а). Причем, максимум плотности состояний
для моды t2 в направлении [001] превосходит максимум в направлении 
[111] почти в 5 раз. В кристаллах CaF2 в направлении θ=θF = 47.6o фо-
кусируются фононы быстрой поперечной моды, а в направлении  
[111] ‒ фононы медленной поперечной моды. Максимум плотности со-
стояний моды t2 в направлении [111] оказывается в два раза выше мак-
симума, соответствующего быстрой поперечной моде (см. рис. 1.18б, 
кривые 2 и 2а). Поскольку области фокусировок этих мод перекрыва-
ются, то можно ожидать, что средняя по модам длина свободного про-
бега в окрестности [111] может заметно возрасти. Таким образом, ана-
лиз анизотропии плотностей фононных состояний дал еще одно под-
тверждение обоснованности разделения кубических кристаллов на два 
типа в соответствии со знаком параметра анизотропии. Как мы увидим 
далее, резкое изменение плотности фононных состояний при переходе 
от областей фокусировки к областям дефокусировки приведет к значи-
тельному влиянию на теплопроводность и длины пробега фононов рас-
сматриваемых кристаллов.

Сравним угловые зависимости средних плотностей фононных со-
стояний в кристаллах Si и CaF2 для моды t2 в диагональной плоскости  
( 4/πϕ = ) и усредненных по волновым векторам, лежащих в плоско-
стях, близких к диагональной плоскости δπϕ ±= 4/  (где 1.0≤δ ). 
Как следует из рисунков 1.18 (б) и 1.19 (а) для кристаллов Si плотность 
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поперечной моде (см. рис. 1.18б, кривые 2 и 2а). Поскольку области фокусировок этих мод 

перекрываются, то можно ожидать, что средняя по модам длина свободного пробега в 

окрестности [111] может заметно возрасти. Таким образом, анализ анизотропии плотностей
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Рис. 1.18. (а) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в плоскости 
{100} для моды t2 в кристаллах Si (1), Ge (2), GaN (3) и быстрой моды t1 в кристаллах CaF2
(4) и PbS (5). Кривая 6 – плотность фононных состояний в модели изотропной среды. 
(б) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в плоскости {110} 
( 4/πϕ = ) в кристаллах Si (1,1а) и CaF2 (2,2а) для медленных (кривые 1 и 2) и быстрых 
(кривые 1а и 2а) поперечных фононов. Кривая 3 – плотность фононных состояний для 
модели изотропной среды. 

фононных состояний дал еще одно подтверждение обоснованности разделения кубических 

кристаллов на два типа в соответствии со знаком параметра анизотропии. Как мы увидим 

далее, резкое изменение плотности фононных состояний при переходе от областей 

фокусировки к областям дефокусировки приведет к значительному влиянию на 

теплопроводность и длины пробега фононов рассматриваемых кристаллов.

Сравним угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в кристаллах 

Si и CaF2 для моды t2 в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) и усредненных по волновым 

векторам, лежащих в плоскостях, близких к диагональной плоскости δπϕ ±= 4/ (где 

1.0≤δ ). Как следует из рисунков 1.18 (б) и 1.19 (а) для кристаллов Si плотность состояний 

моды t2 в направлении [111] при 4/πϕ ≡ }110{2
]111[

t
FIn =1.28. Однако после усреднения по 

плоскостям близким к диагональной плоскости она увеличивается в 1.5 раза: }110{2
]111[

t
FIn = 1.97 

(см. рис. 1.19а). Меньший по величине эффект наблюдается для кристалла второго типа 

CaF2: при 4/πϕ ≡ величина }110{2
]111[

t
FIn =1.95, а после усреднения по углу δ максимум 

. Од-
нако после усреднения по плоскостям близким к диагональной плоско-
сти она увеличивается в 1.5 раза: 

58

поперечной моде (см. рис. 1.18б, кривые 2 и 2а). Поскольку области фокусировок этих мод 

перекрываются, то можно ожидать, что средняя по модам длина свободного пробега в 

окрестности [111] может заметно возрасти. Таким образом, анализ анизотропии плотностей
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Рис. 1.18. (а) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в плоскости 
{100} для моды t2 в кристаллах Si (1), Ge (2), GaN (3) и быстрой моды t1 в кристаллах CaF2
(4) и PbS (5). Кривая 6 – плотность фононных состояний в модели изотропной среды. 
(б) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в плоскости {110} 
( 4/πϕ = ) в кристаллах Si (1,1а) и CaF2 (2,2а) для медленных (кривые 1 и 2) и быстрых 
(кривые 1а и 2а) поперечных фононов. Кривая 3 – плотность фононных состояний для 
модели изотропной среды. 

фононных состояний дал еще одно подтверждение обоснованности разделения кубических 

кристаллов на два типа в соответствии со знаком параметра анизотропии. Как мы увидим 

далее, резкое изменение плотности фононных состояний при переходе от областей 

фокусировки к областям дефокусировки приведет к значительному влиянию на 

теплопроводность и длины пробега фононов рассматриваемых кристаллов.

Сравним угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в кристаллах 

Si и CaF2 для моды t2 в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) и усредненных по волновым 

векторам, лежащих в плоскостях, близких к диагональной плоскости δπϕ ±= 4/ (где 

1.0≤δ ). Как следует из рисунков 1.18 (б) и 1.19 (а) для кристаллов Si плотность состояний 

моды t2 в направлении [111] при 4/πϕ ≡ }110{2
]111[

t
FIn =1.28. Однако после усреднения по 

плоскостям близким к диагональной плоскости она увеличивается в 1.5 раза: }110{2
]111[

t
FIn = 1.97 

(см. рис. 1.19а). Меньший по величине эффект наблюдается для кристалла второго типа 

CaF2: при 4/πϕ ≡ величина }110{2
]111[

t
FIn =1.95, а после усреднения по углу δ максимум 

 (см. рис. 1.19а). Мень-
ший по величине эффект наблюдается для кристалла второго типа 
CaF2: при 4/πϕ ≡  величина 
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поперечной моде (см. рис. 1.18б, кривые 2 и 2а). Поскольку области фокусировок этих мод 

перекрываются, то можно ожидать, что средняя по модам длина свободного пробега в 

окрестности [111] может заметно возрасти. Таким образом, анализ анизотропии плотностей
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Рис. 1.18. (а) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в плоскости 
{100} для моды t2 в кристаллах Si (1), Ge (2), GaN (3) и быстрой моды t1 в кристаллах CaF2
(4) и PbS (5). Кривая 6 – плотность фононных состояний в модели изотропной среды. 
(б) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в плоскости {110} 
( 4/πϕ = ) в кристаллах Si (1,1а) и CaF2 (2,2а) для медленных (кривые 1 и 2) и быстрых 
(кривые 1а и 2а) поперечных фононов. Кривая 3 – плотность фононных состояний для 
модели изотропной среды. 

фононных состояний дал еще одно подтверждение обоснованности разделения кубических 

кристаллов на два типа в соответствии со знаком параметра анизотропии. Как мы увидим 

далее, резкое изменение плотности фононных состояний при переходе от областей 

фокусировки к областям дефокусировки приведет к значительному влиянию на 

теплопроводность и длины пробега фононов рассматриваемых кристаллов.

Сравним угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в кристаллах 

Si и CaF2 для моды t2 в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) и усредненных по волновым 

векторам, лежащих в плоскостях, близких к диагональной плоскости δπϕ ±= 4/ (где 

1.0≤δ ). Как следует из рисунков 1.18 (б) и 1.19 (а) для кристаллов Si плотность состояний 

моды t2 в направлении [111] при 4/πϕ ≡ }110{2
]111[

t
FIn =1.28. Однако после усреднения по 

плоскостям близким к диагональной плоскости она увеличивается в 1.5 раза: }110{2
]111[

t
FIn = 1.97 

(см. рис. 1.19а). Меньший по величине эффект наблюдается для кристалла второго типа 

CaF2: при 4/πϕ ≡ величина }110{2
]111[

t
FIn =1.95, а после усреднения по углу δ максимум , а после усреднения по углу 

δ  максимум плотности состояний увеличивается в 1.2 раза: 
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поперечной моде (см. рис. 1.18б, кривые 2 и 2а). Поскольку области фокусировок этих мод 

перекрываются, то можно ожидать, что средняя по модам длина свободного пробега в 

окрестности [111] может заметно возрасти. Таким образом, анализ анизотропии плотностей
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Рис. 1.18. (а) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в плоскости 
{100} для моды t2 в кристаллах Si (1), Ge (2), GaN (3) и быстрой моды t1 в кристаллах CaF2
(4) и PbS (5). Кривая 6 – плотность фононных состояний в модели изотропной среды. 
(б) Угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в плоскости {110} 
( 4/πϕ = ) в кристаллах Si (1,1а) и CaF2 (2,2а) для медленных (кривые 1 и 2) и быстрых 
(кривые 1а и 2а) поперечных фононов. Кривая 3 – плотность фононных состояний для 
модели изотропной среды. 

фононных состояний дал еще одно подтверждение обоснованности разделения кубических 

кристаллов на два типа в соответствии со знаком параметра анизотропии. Как мы увидим 

далее, резкое изменение плотности фононных состояний при переходе от областей 

фокусировки к областям дефокусировки приведет к значительному влиянию на 

теплопроводность и длины пробега фононов рассматриваемых кристаллов.

Сравним угловые зависимости средних плотностей фононных состояний в кристаллах 

Si и CaF2 для моды t2 в диагональной плоскости ( 4/πϕ = ) и усредненных по волновым 

векторам, лежащих в плоскостях, близких к диагональной плоскости δπϕ ±= 4/ (где 

1.0≤δ ). Как следует из рисунков 1.18 (б) и 1.19 (а) для кристаллов Si плотность состояний 

моды t2 в направлении [111] при 4/πϕ ≡ }110{2
]111[

t
FIn =1.28. Однако после усреднения по 

плоскостям близким к диагональной плоскости она увеличивается в 1.5 раза: }110{2
]111[

t
FIn = 1.97 

(см. рис. 1.19а). Меньший по величине эффект наблюдается для кристалла второго типа 
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 и ]111[2
3
t
±θ  

будут использованы в четвертой главе при анализе анизотропии  
телпопроводности и длин свободнго пробега фононов в диагональной 
плоскости.

Рис. 1.20. Фокусировки продольных мод в кристаллах Si и CaF2. Сечения 
поверхности медленности плоскостями (а) {100} и (б) {110} в кристаллах Si 

(кривые 1) и CaF2 (кривые 2) в модели анизотропного континуума. Штриховыми 
стрелками изображены волновые вектора и сплошными стрелками ‒ 

соответствующие им групповые скорости фононов

Что касается продольных фононов, то, в отличие от квазипопереч-
ных мод, поверхности медленности для них во всех рассмотренных 
нами кубических кристаллов не содержат областей с отрицательной 
кривизной и являются всюду выпуклыми (см. рис. 1.20). Зависимости 
групповых скоростей для них от направлений волнового вектора фоно-
нов является однозначной функцией углов для кристаллов обоих ти-
пов. Эффект фокусировки выражен слабее и происходит менее драма-
тическим образом, чем для квазипоперечных мод (см. рис. 1.20). Как 
видно из рисунков 1.20, анализ влияния фокусировки продольных фо-
нонов на направления групповых скоростей, основанный на построе-
нии изоэнергетических поверхностей, подтверждает результаты каче-
ственного анализа, проведенного в разделе 1.4. Направления фокуси-
ровки продольных фононов для кристаллов первого типа становятся 
направлениями дефокусировки для кристаллов второго типа и  
наоборот.
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1.6. коэФФИцИенТ усИЛенИя ПоТокА ФононоВ

При изучении распространения фононных импульсов в упруго 
анизотропных кристаллах была отмечена резкая анизотропия про-
странственного распределения потока энергии акустических колеба-
ний различных поляризаций (см. [16-18,45,75,79]). Исследования, про-
веденные в [16], показали, что амплитуды фононных импульсов в кри-
сталлах LiF и KCl сильно зависят от их поляризаций и направления 
распространения. Для кристалла LiF в направлении [100] интенсив-
ность потока поперечных фононов оказалась в 100 раз больше чем для 
продольных фононов, тогда как в кристаллах KCl – наоборот: амплиту-
да импульса поперечных фононов оказалась в 7 раз меньше, чем для 
продольных фононов. С другой стороны для кристаллов LiF в направ-
лении [110] интенсивность потока быстрой поперечной моды превос-
ходила значения для продольной и медленной поперечной моды в 10 и 
20 раз, соответственно. Для количественного описания этих эффектов 
Марис в работе [17] воспользовался моделью изотропной среды, как 
системой сравнения, и ввел понятие коэффициента усиления потока 
фононов λA  - «enhancement factor», который также известен [18,73,80], 
как «amplification factor». Согласно [17] коэффициент λA  определяется 
как отношение потока фононов данной поляризации λ для выбранного 
направления волнового вектора к соответствующему потоку в изотроп-
ной среде. При первом знакомстве с работами [17,18,45,73-75,79] воз-
никает впечатление, что «фактор усиления» имеет смысл коэффициен-
та усиления плотности состояний фононов для упруго анизотропного 
кристалла относительно изотропной среды. Однако, как мы увидим 
далее, дифференциальный характер определения коэффициента λA  
приводит к ряду особенностей, которые затрудняют его использование 
для интерпретации экспериментальных данных по распространению 
фононных импульсов в упруго анизотропных кристаллах. А обраще-
ние в бесконечность коэффициента λA  в точках нулевой кривизны на 
изоэнергетической поверхности не позволяет сделать количественных 
оценок изменения плотности фононных состояний в кристаллах за 
счет эффекта фокусировки фононов.

Несмотря на значительное число работ, посвященных анализу ко-
эффициента усиления [17,18,45,73-75,80-82,84], остались ряд проблем, 
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решению которых не было уделено должного внимания. Прежде всего 
не было получено аналитического выражения для коэффициента λA  в 
кубических кристаллах. Нами решена эта задача: предложен новый ме-
тод расчета коэффициента усиления и получено простое аналитиче-
ское выражение для него. Это позволило проанализировать качествен-
ные отличия коэффициентов усиления λA  в кубических кристаллах с 
различным типом анизотропии упругой энергии. Исследование влия-
ния анизотропии упругой энергии на спектр и вектора поляризации ко-
лебательных мод в [44] показало, что все кубические кристаллы в зави-
симости от знака параметра k-1 (k-1 = (с12+2с44-с11)/(с11 – с44), сij – упру-
гие модули второго порядка) могут быть разделены на два типа: кри-
сталлы с положительной k-1 > 0 (Fe, Cu, MgO, InSb, GaAs, GaN, Ge, Si, 
алмаз, LiF) и отрицательной k-1 < 0 (CaF2, SrF2 и PbS) анизотропией 
упругих модулей второго порядка (см. таблицу 1.2, а также [44]). Це-
лью настоящей работы является исследование физических аспектов 
влияния фокусировки на распространения фононных импульсов и ко-
эффициенты усиления в монокристаллах с различным типом анизотро-
пии упругой энергии. 

1.6.1. Аналитический расчет коэффициента усиления 
потока фононов

Определим выражение для коэффициента λA  согласно [17]. Пусть 
на одной из граней образца находится источник фононов (нагреватель), 
а на противополжной грани – детектор фононов. Они соединены векто-
ром R. В изотропной среде волны, покидающие источник, будут дости-
гать детектора в случае, если их волновые вектора лежат в телесном 
угле ϕθθδ ddq sin=Ω  ( ( )ϕθ ,  - угловые переменные вектора q) в окрест-
ности направления R (см. рис. 1.21а). В случае анизотропной среды 
волна с волновым вектором q и поляризацией λ достигает центра де-
тектора, если направления групповой скорости лежат в телесном угле 
δΩV в окрестности вектора R, т.е. (см. рис. 1.21б): RV ||λ

g . Из рисунков 
1.22 видно,что этому условию для поперечных мод может удовлетво-
рять не одна волна, а по крайней мере, две или три волны в направле-
ниях волновых векторов, соответствующих областям с отрицательной 
кривизной на изоэнергетической поверхности. В работе [17] показано, что 
коэффициент усиления ),( ϕθλA , характеризующий отличие потоков фо-
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нонов в кристалле и изотропной среде, может быть определен через отно-
шение телесных углов для волновых векторов и групповых скоростей:

λλ δδϕθ VqA ΩΩ=),( .                                  (1.78)

Рис. 1.21. Схематичное изображение телесных углов: (а) ‒ δΩq в q-пространстве 
и (б) ‒ δΩV в пространстве групповых скоростей

Поскольку распределение волновых векторов, в отличие от груп-
повых скоростей, изотропно в кристалле, то плотность потока фононов 
будет увеличиваться или уменьшаться на величину ),( ϕθλA  по отно-
шению к изотропной среде. Поэтому задача сводится к вычислению 
отношения телесного угла в q-пространстве к телесному углу в про-
странстве групповых скоростей. В q-пространстве из точки O под 
углом qΩδ  виден параллелограмм ABCD (см. рис. 1.21а). Вектора  
q = qn, 11 qnq =δ  и 22 qnq =δ  образуют тройку взаимно ортогональных 
векторов [40]. Тогда для изотропной среды имеем 

 ( )2/ qqq δδ =Ω .                                     (1.79)

Соответствующий телесный угол для тех же вариаций волновых 
векторов ( 1qδ  и 2qδ ) в пространстве групповых скоростей δΩV  
есть угол, под которым виден параллелограмм A‘B‘C‘D‘  
(см. рис. 1.21б), где 
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111 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV ,

222 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV , (1.80)

где λ
giV – i-ая компонента групповой скорости в ортогональной системе координат. 

Тогда телесный угол VΩδ в пространстве групповых скоростей примет вид [17]:

( ) [ ]( ) ( )321
2 / λλλλλ δδδδ gggggVV VVS VVV ⋅×==Ω ⊥ . (1.81)

А коэффициент усиления ),( ϕθλA был представлен в виде [2]:
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Далее мы покажем, что при вычислении коэффициента усиления ),( ϕθλA следует
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Здесь фазовая скорость ),( ϕθλS в модели анизотропного континуума определена в работах 

[44,69], а вектора θen , и ϕe образуют взаимно ортогональную тройку единичных векторов: 

n = q/q = (sinθсosϕ, sinθ sinϕ, сosθ) — единичный волновой вектор фонона, 

( )θϕθϕθθ sin,sincos,coscos −=e , ( )0,cos,sin ϕϕϕ −=e . Из формул (1.80)-(1.83) для векторов λδ 1gV и 

λδ 2gV в получим: 

( ) ( ) ( ) ( )θδδδδ λλ
θ

λλ ∂∂⋅=⋅∂∂=⋅∂∂= gigigiig VqqqVVV /11 qeqq , (1.84)

( ) ( ) ( ) ( )ϕθδδδδ λλ
ϕ

λλ ∂∂⋅=⋅∂∂=⋅∂∂= /sin/22 gigigiig VqqqVVV qeqq .
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ABCD (см. рис. 1.21а). Вектора q = qn, 11 qnq =δ и 22 qnq =δ образуют тройку взаимно 

ортогональных векторов [40]. Тогда для изотропной среды имеем 

( )2/ qqq δδ =Ω . (1.79)

Соответствующий телесный угол для тех же вариаций волновых векторов ( 1qδ и 2qδ ) в 

пространстве групповых скоростей δΩV есть угол, под которым виден параллелограмм 

A‘B‘C‘D‘ (см. рис. 1.21б), где 

111 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV ,

222 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV , (1.80)

где λ
giV – i-ая компонента групповой скорости в ортогональной системе координат. 

Тогда телесный угол VΩδ в пространстве групповых скоростей примет вид [17]:
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2 / λλλλλ δδδδ gggggVV VVS VVV ⋅×==Ω ⊥ . (1.81)

А коэффициент усиления ),( ϕθλA был представлен в виде [2]:
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Далее мы покажем, что при вычислении коэффициента усиления ),( ϕθλA следует

пользоваться сферической системой координат ( θen =1 , ϕen =2 ). Это позволяет получить 

для него аналитическое выражение. Вектора групповой скорости и производная q∂∂ λ
giV в 

сферической системе координат могут быть представлены в виде:
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Здесь фазовая скорость ),( ϕθλS в модели анизотропного континуума определена в работах 

[44,69], а вектора θen , и ϕe образуют взаимно ортогональную тройку единичных векторов: 

n = q/q = (sinθсosϕ, sinθ sinϕ, сosθ) — единичный волновой вектор фонона, 

( )θϕθϕθθ sin,sincos,coscos −=e , ( )0,cos,sin ϕϕϕ −=e . Из формул (1.80)-(1.83) для векторов λδ 1gV и 
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где 
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ABCD (см. рис. 1.21а). Вектора q = qn, 11 qnq =δ и 22 qnq =δ образуют тройку взаимно 
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Далее мы покажем, что при вычислении коэффициента усиления ),( ϕθλA следует

пользоваться сферической системой координат ( θen =1 , ϕen =2 ). Это позволяет получить 
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Здесь фазовая скорость ),( ϕθλS в модели анизотропного континуума определена в работах 

[44,69], а вектора θen , и ϕe образуют взаимно ортогональную тройку единичных векторов: 

n = q/q = (sinθсosϕ, sinθ sinϕ, сosθ) — единичный волновой вектор фонона, 

( )θϕθϕθθ sin,sincos,coscos −=e , ( )0,cos,sin ϕϕϕ −=e . Из формул (1.80)-(1.83) для векторов λδ 1gV и 
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( ) ( ) ( ) ( )ϕθδδδδ λλ
ϕ
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Далее мы покажем, что при вычислении коэффициента усиления 
),( ϕθλA  следует пользоваться сферической системой координат  

( θen =1 , ϕen =2 ). Это позволяет получить для него аналитическое вы-
ражение. Вектора групповой скорости и производная 
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ABCD (см. рис. 1.21а). Вектора q = qn, 11 qnq =δ и 22 qnq =δ образуют тройку взаимно 

ортогональных векторов [40]. Тогда для изотропной среды имеем 

( )2/ qqq δδ =Ω . (1.79)

Соответствующий телесный угол для тех же вариаций волновых векторов ( 1qδ и 2qδ ) в 

пространстве групповых скоростей δΩV есть угол, под которым виден параллелограмм 

A‘B‘C‘D‘ (см. рис. 1.21б), где 

111 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV ,

222 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV , (1.80)

где λ
giV – i-ая компонента групповой скорости в ортогональной системе координат. 

Тогда телесный угол VΩδ в пространстве групповых скоростей примет вид [17]:
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Далее мы покажем, что при вычислении коэффициента усиления ),( ϕθλA следует

пользоваться сферической системой координат ( θen =1 , ϕen =2 ). Это позволяет получить 

для него аналитическое выражение. Вектора групповой скорости и производная q∂∂ λ
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сферической системе координат могут быть представлены в виде:
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Здесь фазовая скорость ),( ϕθλS в модели анизотропного континуума определена в работах 

[44,69], а вектора θen , и ϕe образуют взаимно ортогональную тройку единичных векторов: 

n = q/q = (sinθсosϕ, sinθ sinϕ, сosθ) — единичный волновой вектор фонона, 

( )θϕθϕθθ sin,sincos,coscos −=e , ( )0,cos,sin ϕϕϕ −=e . Из формул (1.80)-(1.83) для векторов λδ 1gV и 

λδ 2gV в получим: 

( ) ( ) ( ) ( )θδδδδ λλ
θ

λλ ∂∂⋅=⋅∂∂=⋅∂∂= gigigiig VqqqVVV /11 qeqq , (1.84)

( ) ( ) ( ) ( )ϕθδδδδ λλ
ϕ

λλ ∂∂⋅=⋅∂∂=⋅∂∂= /sin/22 gigigiig VqqqVVV qeqq .

 в сфериче-
ской системе координат могут быть представлены в виде:
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ABCD (см. рис. 1.21а). Вектора q = qn, 11 qnq =δ и 22 qnq =δ образуют тройку взаимно 

ортогональных векторов [40]. Тогда для изотропной среды имеем 

( )2/ qqq δδ =Ω . (1.79)

Соответствующий телесный угол для тех же вариаций волновых векторов ( 1qδ и 2qδ ) в 

пространстве групповых скоростей δΩV есть угол, под которым виден параллелограмм 

A‘B‘C‘D‘ (см. рис. 1.21б), где 

111 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV ,

222 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV , (1.80)

где λ
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Тогда телесный угол VΩδ в пространстве групповых скоростей примет вид [17]:
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Далее мы покажем, что при вычислении коэффициента усиления ),( ϕθλA следует

пользоваться сферической системой координат ( θen =1 , ϕen =2 ). Это позволяет получить 

для него аналитическое выражение. Вектора групповой скорости и производная q∂∂ λ
giV в 

сферической системе координат могут быть представлены в виде:
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Здесь фазовая скорость ),( ϕθλS в модели анизотропного континуума определена в работах 

[44,69], а вектора θen , и ϕe образуют взаимно ортогональную тройку единичных векторов: 

n = q/q = (sinθсosϕ, sinθ sinϕ, сosθ) — единичный волновой вектор фонона, 

( )θϕθϕθθ sin,sincos,coscos −=e , ( )0,cos,sin ϕϕϕ −=e . Из формул (1.80)-(1.83) для векторов λδ 1gV и 

λδ 2gV в получим: 

( ) ( ) ( ) ( )θδδδδ λλ
θ

λλ ∂∂⋅=⋅∂∂=⋅∂∂= gigigiig VqqqVVV /11 qeqq , (1.84)

( ) ( ) ( ) ( )ϕθδδδδ λλ
ϕ

λλ ∂∂⋅=⋅∂∂=⋅∂∂= /sin/22 gigigiig VqqqVVV qeqq .
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ABCD (см. рис. 1.21а). Вектора q = qn, 11 qnq =δ и 22 qnq =δ образуют тройку взаимно 

ортогональных векторов [40]. Тогда для изотропной среды имеем 

( )2/ qqq δδ =Ω . (1.79)

Соответствующий телесный угол для тех же вариаций волновых векторов ( 1qδ и 2qδ ) в 

пространстве групповых скоростей δΩV есть угол, под которым виден параллелограмм 

A‘B‘C‘D‘ (см. рис. 1.21б), где 

111 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV ,

222 )()( qqqqq δδδ λλλλ ⋅∂∂=−+= gigigiig VVVV , (1.80)

где λ
giV – i-ая компонента групповой скорости в ортогональной системе координат. 

Тогда телесный угол VΩδ в пространстве групповых скоростей примет вид [17]:
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Далее мы покажем, что при вычислении коэффициента усиления ),( ϕθλA следует

пользоваться сферической системой координат ( θen =1 , ϕen =2 ). Это позволяет получить 

для него аналитическое выражение. Вектора групповой скорости и производная q∂∂ λ
giV в 

сферической системе координат могут быть представлены в виде:
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Здесь фазовая скорость ),( ϕθλS в модели анизотропного континуума определена в работах 

[44,69], а вектора θen , и ϕe образуют взаимно ортогональную тройку единичных векторов: 

n = q/q = (sinθсosϕ, sinθ sinϕ, сosθ) — единичный волновой вектор фонона, 

( )θϕθϕθθ sin,sincos,coscos −=e , ( )0,cos,sin ϕϕϕ −=e . Из формул (1.80)-(1.83) для векторов λδ 1gV и 

λδ 2gV в получим: 

( ) ( ) ( ) ( )θδδδδ λλ
θ

λλ ∂∂⋅=⋅∂∂=⋅∂∂= gigigiig VqqqVVV /11 qeqq , (1.84)
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                (1.83)

Здесь фазовая скорость ),( ϕθλS  в модели анизотропного континуума 
определена в работах [44,69], а вектора θen ,  и ϕe  образуют взаимно орто-
гональную тройку единичных векторов: n = q/q = (sinθсosj, sinθ sinj, сosθ) ‒ 
единичный волновой вектор фонона, ( )θϕθϕθθ sin,sincos,coscos −=e , 

( )0,cos,sin ϕϕϕ −=e . Из формул (1.80)-(1.83) для векторов λδ 1gV  и λδ 2gV в 
получим: 



76 Глава 1. Распространение упругих волн и фокусировка фононов

63

ABCD (см. рис. 1.21а). Вектора q = qn, 11 qnq =δ и 22 qnq =δ образуют тройку взаимно 

ортогональных векторов [40]. Тогда для изотропной среды имеем 

( )2/ qqq δδ =Ω . (1.79)

Соответствующий телесный угол для тех же вариаций волновых векторов ( 1qδ и 2qδ ) в 

пространстве групповых скоростей δΩV есть угол, под которым виден параллелограмм 

A‘B‘C‘D‘ (см. рис. 1.21б), где 
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где λ
giV – i-ая компонента групповой скорости в ортогональной системе координат. 
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Далее мы покажем, что при вычислении коэффициента усиления ),( ϕθλA следует

пользоваться сферической системой координат ( θen =1 , ϕen =2 ). Это позволяет получить 
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Здесь фазовая скорость ),( ϕθλS в модели анизотропного континуума определена в работах 
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63

ABCD (см. рис. 1.21а). Вектора q = qn, 11 qnq =δ и 22 qnq =δ образуют тройку взаимно 
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Из формул (1.80) - (1.83) получим выражение для [ ]λλ δδδ 21 ggV VVS ×= . 
Как видно из рисунка 1.21б, площадка VSδ  не ортогональна вектору 
групповой скорости λ

gV . Поэтому спроектируем ее на поверхность 
перпендикулярную единичному вектору групповой скорости: 
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Использование декартовой системы координат приводит к резуль-
тату:
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Здесь ( )ϕθλ ,gxV , ( )ϕθλ ,gyV , ( )ϕθλ ,gzV - компоненты групповой скорости фононов с поляризацией
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Выражение (1.86) для коэффициента усиления при использовании декартовой системы

координат содержит более 300 членов и является слишком громоздким для анализа. 

В работах [81,82] предложен другой способ вычисления коэффициента усиления:

через производные углов групповой скорости λθV и λϕV , определяющих направление вектора 

λ
gV . Cогласно определению (1.78) ),( ϕθλA можно записать в виде:

( ) ( )
( ) ϕθ

ϕθ
δ
δϕθ

λλ

λ

λ
λ

dd
ddA VV

q

V

cos
cos),( 1

=
Ω
Ω

=
− . (1.88)

Здесь ( ) ϕθδ ddq cos=Ω - телесный угол в q-пространстве под которым видна площадка 

21 qqS δδδ q ×= , образованная векторами 1qδ и 2qδ , а ( ) λλλ ϕθδ VVV dd cos=Ω -

соответсвующий ему телесный угол в пространстве групповых скоростей под которым видна 

площадка λλδ ggV V/VS ⋅ , образованная векторами λδ 1gV и λδ 2gV (см. рис. 1.21). Тогда
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Здесь 
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 ‒ компоненты групповой ско-
рости фононов с поляризацией λ в декартовой системе координат: 
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Из формул (1.80) - (1.83) получим выражение для [ ]λλ δδδ 21 ggV VVS ×= . Как видно из рисунка 

1.21б, площадка VSδ не ортогональна вектору групповой скорости λ
gV . Поэтому 

спроектируем ее на поверхность перпендикулярную единичному вектору групповой 

скорости: ( ) λλδδ ggVV VS /VS ⋅=⊥ (см. затемненную область на рис. 1.21б). Тогда коэффициент 

),( ϕθλA в сферической системе координат можно представить в виде:

( ) ( ) 









⋅









∂
∂

×
∂
∂

×=
Ω
Ω

=
− λ

λλ

λ

λ

ϕθθδ
δϕθ g

gg

gq

V

V
A V

VV

sin
1),( 3

1 (1.85)

Использование декартовой системы координат приводит к результату:
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Здесь ( )ϕθλ ,gxV , ( )ϕθλ ,gyV , ( )ϕθλ ,gzV - компоненты групповой скорости фононов с поляризацией
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Выражение (1.86) для коэффициента усиления при использовании декартовой системы

координат содержит более 300 членов и является слишком громоздким для анализа. 

В работах [81,82] предложен другой способ вычисления коэффициента усиления:
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Здесь ( ) ϕθδ ddq cos=Ω - телесный угол в q-пространстве под которым видна площадка 

21 qqS δδδ q ×= , образованная векторами 1qδ и 2qδ , а ( ) λλλ ϕθδ VVV dd cos=Ω -

соответсвующий ему телесный угол в пространстве групповых скоростей под которым видна 

площадка λλδ ggV V/VS ⋅ , образованная векторами λδ 1gV и λδ 2gV (см. рис. 1.21). Тогда
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Выражение (1.86) для коэффициента усиления при использовании 
декартовой системы координат содержит более 300 членов и является 
слишком громоздким для анализа. 

В работах [81,82] предложен другой способ вычисления коэффи-
циента усиления: через производные углов групповой скорости λθV  и 



771.6. Коэффициент усиления потока фононов

λϕV , определяющих направление вектора λ
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Здесь ( ) ϕθδ ddq cos=Ω  ‒ телесный угол в q-пространстве под ко-

торым видна площадка 
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Из формул (1.80) - (1.83) получим выражение для [ ]λλ δδδ 21 ggV VVS ×= . Как видно из рисунка 

1.21б, площадка VSδ не ортогональна вектору групповой скорости λ
gV . Поэтому 

спроектируем ее на поверхность перпендикулярную единичному вектору групповой 

скорости: ( ) λλδδ ggVV VS /VS ⋅=⊥ (см. затемненную область на рис. 1.21б). Тогда коэффициент 
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Использование декартовой системы координат приводит к результату:
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Здесь ( )ϕθλ ,gxV , ( )ϕθλ ,gyV , ( )ϕθλ ,gzV - компоненты групповой скорости фононов с поляризацией
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Выражение (1.86) для коэффициента усиления при использовании декартовой системы

координат содержит более 300 членов и является слишком громоздким для анализа. 

В работах [81,82] предложен другой способ вычисления коэффициента усиления:

через производные углов групповой скорости λθV и λϕV , определяющих направление вектора 
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Здесь ( ) ϕθδ ddq cos=Ω - телесный угол в q-пространстве под которым видна площадка 

21 qqS δδδ q ×= , образованная векторами 1qδ и 2qδ , а ( ) λλλ ϕθδ VVV dd cos=Ω -

соответсвующий ему телесный угол в пространстве групповых скоростей под которым видна 

площадка λλδ ggV V/VS ⋅ , образованная векторами λδ 1gV и λδ 2gV (см. рис. 1.21). Тогда

коэффицент усиления можно записать через якобиан перехода от переменных ( )λλ ϕθ VV , к 

переменным ( )ϕθ , [81,82]:
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, образованная векторами 
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Из формул (1.80) - (1.83) получим выражение для [ ]λλ δδδ 21 ggV VVS ×= . Как видно из рисунка 

1.21б, площадка VSδ не ортогональна вектору групповой скорости λ
gV . Поэтому 

спроектируем ее на поверхность перпендикулярную единичному вектору групповой 

скорости: ( ) λλδδ ggVV VS /VS ⋅=⊥ (см. затемненную область на рис. 1.21б). Тогда коэффициент 
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Использование декартовой системы координат приводит к результату:
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Здесь ( )ϕθλ ,gxV , ( )ϕθλ ,gyV , ( )ϕθλ ,gzV - компоненты групповой скорости фононов с поляризацией

λ в декартовой системе координат: 
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Выражение (1.86) для коэффициента усиления при использовании декартовой системы

координат содержит более 300 членов и является слишком громоздким для анализа. 

В работах [81,82] предложен другой способ вычисления коэффициента усиления:

через производные углов групповой скорости λθV и λϕV , определяющих направление вектора 

λ
gV . Cогласно определению (1.78) ),( ϕθλA можно записать в виде:
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Здесь ( ) ϕθδ ddq cos=Ω - телесный угол в q-пространстве под которым видна площадка 

21 qqS δδδ q ×= , образованная векторами 1qδ и 2qδ , а ( ) λλλ ϕθδ VVV dd cos=Ω -

соответсвующий ему телесный угол в пространстве групповых скоростей под которым видна 

площадка λλδ ggV V/VS ⋅ , образованная векторами λδ 1gV и λδ 2gV (см. рис. 1.21). Тогда

коэффицент усиления можно записать через якобиан перехода от переменных ( )λλ ϕθ VV , к 

переменным ( )ϕθ , [81,82]:

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
θ
ϕ

ϕ
θ

ϕ
ϕ

θ
θ

θϕϕθϕ
ϕθθθ

ϕθ
λλλλ

λλ

λλ
λ

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

∂
∂

=
∂∂∂∂
∂∂∂∂

=
− VVVV

VV

VVA coscos
sin
1

cos
coscoscos

),( 1 . (1.89)

 

и 

64

Из формул (1.80) - (1.83) получим выражение для [ ]λλ δδδ 21 ggV VVS ×= . Как видно из рисунка 

1.21б, площадка VSδ не ортогональна вектору групповой скорости λ
gV . Поэтому 

спроектируем ее на поверхность перпендикулярную единичному вектору групповой 

скорости: ( ) λλδδ ggVV VS /VS ⋅=⊥ (см. затемненную область на рис. 1.21б). Тогда коэффициент 
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Использование декартовой системы координат приводит к результату:
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Здесь ( )ϕθλ ,gxV , ( )ϕθλ ,gyV , ( )ϕθλ ,gzV - компоненты групповой скорости фононов с поляризацией

λ в декартовой системе координат: 
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Выражение (1.86) для коэффициента усиления при использовании декартовой системы

координат содержит более 300 членов и является слишком громоздким для анализа. 

В работах [81,82] предложен другой способ вычисления коэффициента усиления:

через производные углов групповой скорости λθV и λϕV , определяющих направление вектора 

λ
gV . Cогласно определению (1.78) ),( ϕθλA можно записать в виде:
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Здесь ( ) ϕθδ ddq cos=Ω - телесный угол в q-пространстве под которым видна площадка 

21 qqS δδδ q ×= , образованная векторами 1qδ и 2qδ , а ( ) λλλ ϕθδ VVV dd cos=Ω -

соответсвующий ему телесный угол в пространстве групповых скоростей под которым видна 

площадка λλδ ggV V/VS ⋅ , образованная векторами λδ 1gV и λδ 2gV (см. рис. 1.21). Тогда

коэффицент усиления можно записать через якобиан перехода от переменных ( )λλ ϕθ VV , к 

переменным ( )ϕθ , [81,82]:
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, а ( ) λλλ ϕθδ VVV dd cos=Ω  ‒ соответсвующий ему телесный угол в 
пространстве групповых скоростей под которым видна площадка 

λλδ ggV V/VS ⋅ , образованная векторами λδ 1gV  и λδ 2gV  (см. рис. 1.21). 
Тогда коэффицент усиления можно записать через якобиан перехода от 
переменных ( )λλ ϕθ VV ,  к переменным ( )ϕθ ,  [81,82]:
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Для нахождения зависимостей ( )ϕθθ λ ,V  и ( )ϕθϕλ ,V  в работах 
[81,82] опять использовались выражения для групповой скорости в де-
картовой системе координат: 

( )kjiV λλλλλλλ θϕθϕθ VVVVVgg V cossinsincossin ++= .              (1.90)

В результате получено: 
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Для нахождения зависимостей ( )ϕθθ λ ,V и ( )ϕθϕλ ,V в работах [81,82] опять использовались 

выражения для групповой скорости в декартовой системе координат:

( )kjiV λλλλλλλ θϕθϕθ VVVVVgg V cossinsincossin ++= . (1.90)

В результате получено: 
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Хотя формулы (1.89) - (1.91) значительно упрощают численный анализ коэффициента 

усиления, по сравнению с использованием выражений (1.86)-(1.87), однако его расчет в

декартовой системе координат остается достаточно громоздким. При этом формулы (1.89)-

(1.91) не дают аналитического выражения для коэффициента ),( ϕθλA .

Проведенный нами анализ показал, что использование сферической системы 

координат для векторов групповых скоростей и их производных позволяет получить точное 

аналитическое решение для коэффициента усиления ),( ϕθλA и провести детальный анализ 

его особенностей. Для этого воспользуемся формулами (1.80) - (1.83) и вычислим скалярное 

произведение [ ]( )λλλ ϕθ ggg VVV ⋅∂∂×∂∂ // в сферической системе координат. Тогда получим 

выражение для ),( ϕθλA через угловые компоненты групповой скорости λ
θS , λ

ϕS и их 

производные:
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Очевидно, что для модели изотропной среды угловые производные λ
θS , λ

ϕS равны нулю, а 

коэффициент усиления равен единице. Для дальнейшего анализа особенностей 

распространения потока фононов в упруго анизотропных кристаллах мы будем пользоваться 

аналитическим выражением (1.92).

Спектр упругих волн и групповые скорости реальных кристаллов имеют достаточно 

сложный вид. Чтобы наглядно представить телесный угол qΩδ в q-пространстве и 

соответствующий ему угол VΩδ в пространстве групповых скоростей, обратимся к рис. 1.22.

На нем изображены сечения изоэнергетической поверхности и волновой поверхности в 

пространстве групповых скоростей плоскостью грани куба для медленной поперечной моды 

в кристалле кремния (рис. 1.22). Волновая поверхность – это геометрическое место концов 

векторов групповой скорости для всевозможных направлений волновых векторов в 

кристалле [17]. Согласно [17] (см. уравнение (24.13)), её можно определить выражением 

( ) 1),(/ =⋅ ϕθλλ SVgn . (1.93)

          (1.91)

Хотя формулы (1.89) - (1.91) значительно упрощают численный 
анализ коэффициента усиления, по сравнению с использованием выра-
жений (1.86)-(1.87), однако его расчет в декартовой системе координат 
остается достаточно громоздким. При этом формулы (1.89)-(1.91) не 
дают аналитического выражения для коэффициента ),( ϕθλA . 

Проведенный нами анализ показал, что использование сфериче-
ской системы координат для векторов групповых скоростей и их произ-
водных позволяет получить точное аналитическое решение для коэф-
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фициента усиления ),( ϕθλA  и провести детальный анализ его особен-
ностей. Для этого воспользуемся формулами (1.80) - (1.83) и вычислим 
скалярное произведение [ ]( )λλλ ϕθ ggg VVV ⋅∂∂×∂∂ //  в сферической си-
стеме координат. Тогда получим выражение для ),( ϕθλA  через угло-
вые компоненты групповой скорости λ

θS , λ
ϕS  и их производные:
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Очевидно, что для модели изотропной среды угловые произво-
дные λ

θS , λ
ϕS  равны нулю, а коэффициент усиления равен единице. Для 

дальнейшего анализа особенностей распространения потока фононов в 
упруго анизотропных кристаллах мы будем пользоваться аналитиче-
ским выражением (1.92). 

Спектр упругих волн и групповые скорости реальных кристаллов 
имеют достаточно сложный вид. Чтобы наглядно представить теле-
сный угол qΩδ  в q-пространстве и соответствующий ему угол VΩδ  в 
пространстве групповых скоростей, обратимся к рис. 1.22. На нем изо-
бражены сечения изоэнергетической поверхности и волновой поверх-
ности в пространстве групповых скоростей плоскостью грани куба для 
медленной поперечной моды в кристалле кремния (рис. 1.22). Волно-
вая поверхность – это геометрическое место концов векторов группо-
вой скорости для всевозможных направлений волновых векторов в 
кристалле [17]. Согласно [17] (см. уравнение (24.13)), её можно опреде-
лить выражением 

( ) 1),(/ =⋅ ϕθλλ SVgn .                                 (1.93)

Волновую поверхность можно также задать параметрически, взяв 
в качестве праметров углы волнового вектора θ и φ. Для сечения {010} 
она имеет вид:
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Волновую поверхность можно также задать параметрически, взяв в качестве праметров углы 

волнового вектора θ и φ. Для сечения {010} она имеет вид:
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Здесь компоненты групповой скорости ( )ϕθλ ,gV определены формулами (1.87). В 

окрестности направления [110] телесный угол )1(
VΩδ соответствует углу )1(

qΩδ (см. рис. 1.22). 

В этом случае непосредственный расчет дает значения коэффициент 12
[110] <tA , т.е. 

)1()1(
qV Ω>Ω δδ , и медленная поперечная мода для этого направления дефокусируется (см. рис. 

1.22 и 1.23).
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Рис. 1.22. Сечения изоэнергетической поверхности (а) и волновой поверхности в 
пространстве групповых скоростей (б) плоскостью грани куба для медленной поперечной 
моды в кристалле кремния. Значения углов 2t

iθ для плоскости грани куба определены в 
Таблице 1.6. Вектора групповых скоростей 2

1
t
gV , 2

2
t
gV и 2

]110[
t
gV на рисунке (а) соответствуют 

векторам 2
1
t
gV , 2

2
t
gV и 2

]110[
t
gV на рисунке (б).

В окрестности направления [100] телесный угол )2(
VΩδ (см. рис. 1.22б) соответствует 

трем различным значениям телесного угла )2(
qΩδ (см. рис. 1.22а). Поэтому полное отношение 

Vq ΩΩ δδ / для направления [100] будет гораздо больше единицы, что указывает на большое 

усиление потока фононов в окрестности направления фокусировки. Рассмотрим более 

подробно изоэнергетическую поверхность для моды t2. В работе [71] показано, что в 

                                    (1.94)
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Здесь компоненты групповой скорости ( )ϕθλ ,gV  определены фор-
мулами (1.87). В окрестности направления [110] телесный угол )1(

VΩδ  
соответствует углу )1(

qΩδ  (см. рис. 1.22). В этом случае непосредствен-
ный расчет дает значения коэффициент 12

 [110] <tA , т.е. )1()1(
qV Ω>Ω δδ , и 

медленная поперечная мода для этого направления дефокусируется 
(см. рис. 1.22 и 1.23). 

Рис. 1.22. Сечения изоэнергетической поверхности (а) и волновой поверхности в 
пространстве групповых скоростей (б) плоскостью грани куба для медленной по-

перечной моды в кристалле кремния. Значения углов 2t
iθ  для плоскости грани 

куба определены в Таблице 1.6. Вектора групповых скоростей 2
1
t
gV , 2

2
t
gV  и 2

]110[
t
gV  

на рисунке (а) соответствуют векторам 2
1
t
gV , 2

2
t
gV  и 2

]110[
t
gV  на рисунке (б)

В окрестности направления [100] телесный угол )2(
VΩδ  (см. рис. 1.22б) 

соответствует трем различным значениям телесного угла )2(
qΩδ   

(см. рис. 1.22а). Поэтому полное отношение Vq ΩΩ δδ /  для направле-
ния [100] будет гораздо больше единицы, что указывает на большое уси-
ление потока фононов в окрестности направления фокусировки. Рассмо-
трим более подробно изоэнергетическую поверхность для моды t

2
.  

В работе [71] показано, что в окрестности направлений [100] в интер-
вале углов 11 θθθ ≤≤−  функция 0)(2 <θθ tg , а при 21.02 =θ  0.21 она имеет 
локальный минимум. Углы 2θ±  определяют направления векторов 
групповой скорости 2

2
t
gV  на рисунке 1.22б к границам складок на вол-

новой поверхности в пространстве групповых скоростей. Эти же углы 
определяют направления волновых векторов к точкам нулевой кривиз-
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ны на изоэнергетической поверхности [71]. В этих точках происходит 
переход от выпуклых к вогнутым областям, и кривизна обращается в 
ноль. Положения точек нулевой кривизны обозначены кружочками на 
рисунке 1.22. В трехмерном случае эти точки образуют линии нулевой 
кривизны на изоэнергетической поверхности. Поскольку фононный по-
ток ортогонален этой поверхности и обратно пропорционален её кривиз-
не в данной точке [17,18,45], то точки нулевой кривизны математически 
соответствуют бесконечному потоку фононов от точечного источника 
тепла вдоль соответствующего направления групповой скорости.

1.6.2. Анализ угловых зависимостей коэффициента усиления
Воспользуемся (1.92) и проанализируем угловые зависимости ко-

эффициента усиления в кристаллах кремния (см. рис. 1.23а). В модели 
изотропной среды коэффициент 1)0,( =θλA . Поэтому интервалы 
углов, в которых выполняется неравенство 1)0,( >θλA , можно отнести 
к области фокусировки фононов, а интервалы, в которых выполняется 
обратное неравенство – к области дефокусировки фононов. Очевидно, 
что в точках нулевой кривизны ( 2

2
tθθ = ) на изоэнергетической поверх-

ности коэффициент усиления поперечной моды t2 обращается в беско-
нечность (см. рис. 1.23а, кривая 4). Минимального значения он дости-
гает в направлении дефокусировки [110]: для Si 23.02

]110[ =tA  
0.23. Продоль-

ные фононы фокусируются и дефокусируются в направлениях [111] и 
[100], соответственно, и в этих случаях для Si LA  [111] =2.20 и LA  [100]  

= 0.27. 
В направлении [110] для них имеет место локальный максимум фоку-
сировки, и LA  [110]  

= 1.42. В кристалле второго типа CaF2 коэффициент 
усиления быстрой поперечной моды в точках нулевой кривизны (при 

1
2
tθθ = ) на изоэнергетической поверхности обращается в бесконечность 

(см. рис. 1.23б, кривая 3). Для продольных фононов в направлении [100] 
имеет место фокусировка, и коэффициент усиления 21.3 [100] =

LA 3.21, а в на-
правлении [110] они дефокусируются, и коэффициент LA  [110] =0.78. 

Проведенный нами анализ коэффициентов усиления для быстрой 
поперечной моды в кристаллах первого и медленной поперечной моды 
в кристаллах второго типа позволил обнаружить интересную особен-
ность. Дело в том, что для волновых векторов в плоскости грани куба 
спектр обеих поперечных мод в кубических кристаллах является 
изотропным (см. рис. 1.1), и следовало ожидать, что коэффициент 

)0,(θλA  будет равен единице, как и в модели изотропной среды. Одна-
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ко непосредственный расчет с использованием выражений (1.92) дал 
для него величину, которая в кристаллах кремния значительно больше 
единицы ‒ 74.51 =tA  5.74 (см. рис. 1.23а, кривая 3), а для кристалла второго 
типа CaF2 заметно меньше единицы ‒ 36.02 =tA  0.36 (см. рис. 1.23в,  
кривая 4). Поскольку ранее на эту особенность коэффициента

Рис. 1.23. Угловые зависимости коэффициентов усиления ),( ϕθλA  в кристаллах 
Si (а), (б) и CaF2 (в), (г) для волновых векторов в плоскости грани куба (а), (в) и 

диагональной плоскости (б), (г). Штриховые линии 1 соответствуют модели 
изотропной среды, кривые 2 –продольным фононам, кривые 3 – быстрой 

поперечной моде t1, кривые 4 – медленной поперечной моде t2

усиления не обращалось внимание, то мы проанализируем её для кри-
сталлов с различным типом анизотропии упругой энергии более деталь-
но. Для этого разложим фазовую скорость быстрой поперечной моды в 
кристаллах первого типа из уравнения (1.28) вблизи плоскости грани куба 
при φ << 1.
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коэффициента усиления не обращалось внимание, то мы проанализируем её для кристаллов 

с различным типом анизотропии упругой энергии более детально. Для этого разложим 

фазовую скорость быстрой поперечной моды в кристаллах первого типа из уравнения (1.28) 

вблизи плоскости грани куба при 1<<ϕ .
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Из (1.95) видно, что в кристаллах первого типа )0,(1 θtS имеет максимальное значение. Из

выражения (1.92) в случае 0→ϕ следует, что вклад в коэффициент усиления моды t1 дает 

только вторая производная фазовой скорости 212 / ϕ∂∂ tS :
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Для больщинства полупроводниковых кристаллов первого типа значения параметра δ лежит 

в интервале 20 ≤≤ δ , и коэффициент усиления быстрой поперечной моды может 

значительно превосходить единицу. Однако для металлических кристаллов первого типа Na,

K, Li и Cu параметр 2>δ , и коэффициент усиления быстрой поперечной моды оказывается 

меньшим единицы (см. таблицу 1.10). Как видно из таблицы 1, корреляция между 

значениями коэффициента )0,(1 θtA и величинами параметра анизотропии 1−k отсутствует.

Так, например, для кристаллов YAG параметр анизотропии мал ( 03.01≈−k ), и коэффициент 

усиления близок к единице: )0,(1 θtA =1.08. Для кристаллов HgSe параметр анизотропии в 20 

раз больше, однако коэффициент усиления 02.1)0,(1 =θtA оказывается меньше, чем для 

кристаллов YAG. Для кристаллов GaN параметр k-1 имеет максимальное значение, однако 

коэффициент усиления оказывается таким же, как для кристаллов YAG (см. таблицу 1.10).

Из рассмотренных кристаллов первого типа коэффициент усиления достигает 

максимального значения для MgO ( 11.16)0,(1 ≈θtA ), у которого параметр анизотропии k-1=0.7 

мало отличается от значения для HgSe (см. таблицу 1.10). Минимальное значение 

коэффициент 4.0)0,(1 =θtA достигает для щелочного металла Na, у которого параметр 

анизотропии упругой энергии имеет максимальное значение: k-1=45.1.

В кристаллах второго типа (k-1<0) для волновых векторов в плоскости грани куба 

фазовая скорость медленной поперечной моды t2, принимает минимальные значения. Для нее 

спектр фононов при 1<<ϕ определяется уравнением (1.95), и коэффициент усиления

( )0,2 θtA совпадает с выражением (1.96). Поскольку во всех кристаллах второго типа 

параметр 0<δ , то коэффициент усиления для них оказывается меньше единицы (см. 

таблицу 1.11 и рис. 1.23). Как видно из таблицы 1.11, для кристаллов второго типа величины 

(1.95)

Из (1.95) видно, что в кристаллах первого типа )0,(1 θtS  имеет мак-
симальное значение. Из выражения (1.92) в случае 0→ϕ  следует, что 
вклад в коэффициент усиления моды t1 дает только вторая производная 
фазовой скорости 212 / ϕ∂∂ tS :
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Для больщинства полупроводниковых кристаллов первого типа 
значения параметра δ  лежит в интервале 20 ≤≤ δ , и коэффициент 
усиления быстрой поперечной моды может значительно превосходить 
единицу. Однако для металлических кристаллов первого типа Na, K, Li 
и Cu параметр 2>δ , и коэффициент усиления быстрой поперечной 
моды оказывается меньшим единицы (см. таблицу 1.10). Как видно из 
таблицы 1, корреляция между значениями коэффициента )0,(1 θtA  и ве-
личинами параметра анизотропии 1−k  отсутствует. Так, например, 
для кристаллов YAG параметр анизотропии мал ( 03.01≈−k  0.03), и коэф-
фициент усиления близок к единице: )0,(1 θtA =1.08. Для кристаллов 
HgSe параметр анизотропии в 20 раз больше, однако коэффициент уси-
ления 02.1)0,(1 =θtA  1.02 оказывается меньше, чем для кристаллов YAG. 
Для кристаллов GaN параметр k ‒ 1 имеет максимальное значение, од-
нако коэффициент усиления оказывается таким же, как для кристаллов 
YAG (см. таблицу 1.10). Из рассмотренных кристаллов первого типа 
коэффициент усиления достигает максимального значения для MgO  
( 11.16)0,(1 ≈θtA 16.11), у которого параметр анизотропии k ‒ 1 = 0.7 мало от-
личается от значения для HgSe (см. таблицу 1.10). Минимальное значе-
ние коэффициент 4.0)0,(1 =θtA  достигает для щелочного металла Na, 
у которого параметр анизотропии упругой энергии имеет максималь-
ное значение: k – 1 = 45.1.

В кристаллах второго типа (k ‒ 1<0) для волновых векторов в пло-
скости грани куба фазовая скорость медленной поперечной моды t2, 
принимает минимальные значения. Для нее спектр фононов при φ << 1 
определяется уравнением (1.95), и коэффициент усиления ( )0,2 θtA  со-
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впадает с выражением (1.96). Поскольку во всех кристаллах второго 
типа параметр 0<δ , то коэффициент усиления для них оказывается

Таблица 1.10 
Значения параметров k ‒ 1, δ  и коэффициентов усиления )0,(1 θtA  для 

быстрой поперечной моды в кубических кристаллах первого типа.

Кристалл k ‒ 1 δ 1tA
Fe 1.15 1.91 1.09
Cu 1.12 2.31 0.76

GaAs 0.9 1.49 2.04
InSb 0.81 1.63 1.58
MgO 0.7 1.06 16.11
GaSb 0.85 1.47 2.14

Ge 0.87 1.32 3.13
GaN 1.28 1.92 1.08
LiF 0.78 1.2 4.89
Si 0.67 1.17 5.74

HgSe 0.61 1.98 1.02
Алмаз 0.4 0.55 2.22
YAG 0.03 0.076 1.08
Na 45.1 3.47 0.40
Li 4.83 3.31 0.43
K 2.28 2.98 0.51

меньше единицы (см. таблицу 1.11 и рис. 1.23). Как видно из таблицы 1.11, 
для кристаллов второго типа величины коэффициента усиления обратно 
пропорциональны параметру анизотропии. Максимальное значение ко-
эффициент усиления 86.02

 {100} ≈tA  0.86 принимает для кристалла YIG, у кото-
рого параметр анизотропии имеет минимальное значение: k ‒ 1= ‒0.04. 
Минимальное значение коэффициент 19.02

 {100} ≈tA  0.19 достигает для наибо-
лее анизотропного кристалла KCl с параметром анизотропии k ‒ 1= ‒0.63. 
Таким образом, в коэффициентах усиления медленной поперечной 
моды для всех кристаллов второго типа преобладают эффекты дефоку-
сировки фононов, поэтому для волновых векторов в плоскости грани 
куба они меньше единицы. 
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Таблица 1.11
Значения параметров k ‒ 1, δ  и коэффициентов усиления 2tA  в

кристаллах второго типа для медленной поперечной моды и волновых 
векторов в плоскости грани куба.

Кристалл KCl NaCl PbS CaF2 SrF2 YIG

k ‒ 1 -0.63 -0.48 -0.466 -0.33 -0.204 -0.04

δ -4.29 -2.12 -2.59 -1.80 -0.88 -0.17
2tA 0.19 0.320 0.28 0.36 0.53 0.86

Из рисунков 1.23 видно, что коэффициент усиления медленной по-
перечной моды при 0→θ  в окрестности направления [100] претерпе-
вает конечный разрыв. Для кристаллов Si этот коэффициент при 0→θ  
имеет различные значения: при 0=ϕ  и 4/π : при 0=ϕ  он оказывает-
ся значительно больше единицы ( ) 4.40,02 ≈tA , а при 4/π – меньше 
единицы ( ) 72.04/,02 =πtA 0.72. Этот результат оставался физически стран-
ным и до сих пор не был объяснен. Как видно из рисунков 1.12 
(см. также [71]), в направлении [100] медленная поперечная мода фоку-
сируется, как в плоскости грани куба ( 0=ϕ ), так и в диагональной 
плоскости ( 4/π ). Поэтому коэффициент усиления в обоих случаях до-
жен превышать единицу. Для объяснения этого парадокса требуется 
детальный анализ поведения коэффициента ),(2 ϕθtA , исходя из фор-
мул (1.92), при малых значениях угла θ . Дело в том, что при анализе 
плотности фононных состояний и рассмотрении сечений изоэнергети-
ческой поверхности для 0=ϕ  и 4/π  в разделе 1.5 (см. также [71]), мы 
зафиксировали угол φ и учитывали только производные фазовой скоро-
сти по θ . Тогда как при вычислении коэффициента ),( ϕθλA  учитыва-
ются производные по обоим углам. Коэффициент усиления характери-
зует изоэнергетическую поверхность и обратно пропорционален её га-
уссовой кривизне KA /1~  [82]. В зависимости от её кривизны воз-
можны различные типы особенностей: (а) типа «седло», (б) типа «во-
гнутый лепесток» [82]. Тип особенностей на трехмерной поверхности 
определяется гауссовой кривизной K [83]. Она может быть представле-
на в виде произведения главных кривизн поверхности: 21KKK = .  
В работе [82] показано, что при K<0 ( 1K  и 2K  имеют разные знаки) 
поверхность имеет особенность типа седловой точки; если оба значе-
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ния 1K  и 2K  отрицательны, то поверхность вогнутая («вогнутый лепе-
сток»); если оба значения 1K  и 2K  положительны, то поверхность  
выпуклая.

Для того чтобы проанализировать тип возникающих особенностей 
в окрестности направления [100] для различных значений угла ϕ , раз-
ложим выражение для фазовой скорости медленной моды t2 при 1<<θ <<1. 
Тогда получим: 
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Для кристаллов Si при углах 0=ϕ и 4/π имеем:
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Из приведенных выше значений следует: ( ) 36.40,02 =tA и ( ) 72.04/,02 =πtA . Как видно из 

оценок (1.99), главную роль  в выполнении неравенств ( ) 10,02 >tA , а ( ) 14/,02 <πtA играет их
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Для кристаллов первого типа с малой упругой анизотропией (таких, как YAG)

изоэнергетическая поверхность моды t2 является всюду выпуклой, а обе главные кривизны

поверхности 1K и 2K положительны (см. таблицу 1.12). Из условий 01 >K , 02 >K и 
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Для кристаллов Si при углах 0=ϕ  и 4/π  имеем:
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Для кристаллов первого типа с малой упругой анизотропией (таких, как YAG)

изоэнергетическая поверхность моды t2 является всюду выпуклой, а обе главные кривизны

поверхности 1K и 2K положительны (см. таблицу 1.12). Из условий 01 >K , 02 >K и 
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отрицательной. Поэтому в окрестности диагональной плоскости поверхность становится 
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В предельном случае 1<<θ из выражения (1.92) следует, что зависимость 
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Для кристаллов первого типа с малой упругой анизотропией (таких, как YAG)

изоэнергетическая поверхность моды t2 является всюду выпуклой, а обе главные кривизны

поверхности 1K и 2K положительны (см. таблицу 1.12). Из условий 01 >K , 02 >K и 
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Из приведенных выше значений следует: ( ) 36.40,02 =tA  4.36 и 
( ) 72.04/,02 =πtA  0.72. Как видно из оценок (1.99), главную роль в выполне-

нии неравенств ( ) 10,02 >tA , а ( ) 14/,02 <πtA  играет их зависимость от 
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друга на порядок величины. При этом величины ( )ϕ221 t∆−  при переходе 
от плоскости грани куба к диагональной плоскости изменяются не столь 
существенно. Из (1.98) следует, что для плоскостей 0=ϕ  и 4/πϕ =
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Для кристаллов первого типа с малой упругой анизотропией (та-
ких, как YAG) изоэнергетическая поверхность моды t2 является всюду 
выпуклой, а обе главные кривизны поверхности 1K  и 2K  положитель-
ны (см. таблицу 1.12). Из условий 01 >K , 02 >K  и выражений (1.99) 
следуют неравенства в которой изоэнергетическая поверхность остает-
ся выпуклой (см. рис. 1.24):
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выражений (1.99) следуют неравенства в которой изоэнергетическая поверхность остается

выпуклой (см. рис. 1.24):
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kkk
k
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Таблица 1.12. Значения коэффициентов усиления ( )ϕ,02 +tA и ( )ϕ,01 +tA и параметров. 

характеризующих кривизну изоэнергетических поверхностей для кристаллов первого и 

второго типа при 1<<θ .

Крист

алл
4411 / сс ( )0,0~/1 2

1
tK ( )0,0~/1 2

2
tK ( )4

2
1 ,0~/1 πtK ( )4

2
2 ,0~/1 πtK ( )0,02tA ( )4

2 ,0 πtA

Fe 1.99 -0.39 -1.49 0.50 -0.21 0.57 0.10

Cu 2.23 -0.3 -1.03 -0.38 -0.17 0.31 0.064

GaAs 2.00 -0.62 -8.31 -0.86 -0.29 5.16 0.25

InSb 2.23 -0.56 -6.37 -0.77 -0.26 3.56 0.20

MgO 1.94 -1.32 3.26 -2.33 -0.47 4.32 1.10

Ge 1.92 -0.77 50 -1.11 -0.34 38.5 0.38

LiF 1.92 -0.94 7.14 -1.47 -0.39 6.74 0.58

Na 1.04 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 0.0002 0.0002

Li 1.37 -0.09 -0.13 -0.1 -0.07 0.011 0.007

K 1.74 -0.16 -0.31 -0.19 -0.11 0.05 0.02

GaN 1.89 -0.37 -1.25 -0.47 -0.2 0.46 0.096

Si 2.09 -1.09 4.0 -1.79 -0.41 4.36 0.72

Алмаз 1.87 6.25 1.41 2.94 -1.67 8.80 4.90

YaG 2.89 1.11 1.03 1.08 1.29 1.14 1.40

Крист

алл
4411 / сс ( )0,0~/1 1

1
tK ( )0,0~/1 1

2
tK ( )4

1
1 ,0~/1 πtK ( )4

1
2 ,0~/1 πtK ( )0,01tA ( )4

1 ,0 πtA

YIG 3.52 0.84 0.95 0.87 0.69 0.8 0.6

SrF2 4.0 0.48 0.82 0.56 0.26 0.39 0.15

CaF2 4.74 0.33 0.75 0.41 0.15 0.25 0.06

PbS 5.12 0.25 0.74 0.33 0.1 0.19 0.03

NaCl 4.33 0.29 0.78 0.38 0.11 0.23 0.04

KCl 6.37 0.18 0.75 0.25 0.05 0.13 0.01

Как следует из (1.101), эта область ограничена кривой 1:

                   (1.101)

Как следует из (1.101), эта область ограничена кривой 1:
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{ })12)(2)(1(/21/ 4411 ++−+= kkkkсс . (1.102)

Следует отметить, что для всех кристаллов второго типа ( 01 ≤−k ) величины 1K и 2K

положительны. Поэтому поверхности постоянной энергии поперечных фононов для них при

1<<θ являются выпуклыми (см. таблицу 1.12).

С увеличением параметра анизотропии 1−k мы пересекаем кривую 1 и попадаем во 

вторую область, для которой при 1<<θ в окрестности плоскости грани куба поверхность 

постоянной энергии медленных поперечных фононов является выпуклой ( 01 >K и 02 >K ), а 

в окрестности диагональной плоскости реализуется особенность типа седловой точки:

( 01 >K , 02 <K , см. таблицу 1.12). Из системы неравенств 0)0,0(1 >K , 0)0,0(2 >K при 0=ϕ

и 0)4/,0(1 >πK , 0)4/,0(2 <πK при 4/πϕ = для второй области получим:
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Она ограничена кривыми 1 и 2, последняя определяется выражением ( )1/11/ 2
4411 −+= kсс . Из 

рассмотренных кристаллов в эту область параметров попадает алмаз (см. рис. 1.24). В 

третьей области главные кривизны имеют разные знаки в обеих плоскостях: в плоскости 

грани куба 01 <K , 02 >K , а в диагональной плоскости 01 >K , 02 <K . Поэтому для обеих 

плоскостей на изоэнергетической поверхности образуются особенности типа седловых 

точек. Эта область расположена между кривыми 2 и 3 и определяется неравенствами:
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Однако ни один из рассмотренных в таблице 1.12 кристаллов в эту область не попал. 

Дальнейшее увеличение параметра анизотропии 1−k приводит к появлению 

следующих особенностей на изоэнергетической поверхности при 1<<θ : в окрестности 

плоскости грани куба для моды t2 появляется особенность типа седловой точки 

( 0)0,0(,0)0,0( 21 >< KK ), а в окрестности диагональной плоскости поверхность 

постоянной энергии становится вогнутой ( 0)4/,0(,0)4/,0( 21 << ππ KK ). Эти неравенства 

определяют четвертую область, ограниченную кривыми 3 и 4 (см. рис. 1.24):
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В неё входят такие кристаллы, как Si, MgO, Ge, LiF (см. рис. 1.24). При дальнейшем 

увеличении параметра анизотропии 1−k мы пересекаем кривую (4) и попадаем в пятую 

область, в которой при 1<<θ поверхность постоянной энергии для моды t2 становится 

вогнутой для произвольного значения угла ϕ : обе кривизны 1K и 2K становятся 

.                 (1.102)



871.6. Коэффициент усиления потока фононов

Следует отметить, что для всех кристаллов второго типа ( 01 ≤−k ) 
величины 1K  и 2K  положительны. Поэтому поверхности постоянной 
энергии поперечных фононов для них при 1<<θ  << 1 являются выпуклыми 
(см. таблицу 1.12). 

Таблица 1.12
Значения коэффициентов усиления ( )ϕ,02 +tA  и ( )ϕ,01 +tA  и 
параметров. характеризующих кривизну изоэнергетических 

поверхностей для кристаллов первого и второго типа при 1<<θ  << 1
Крис-
талл

c11/c44 ( )0,0~/1 2
1
tK ( )0,0~/1 2

2
tK ( )4

2
1 ,0~/1 πtK ( )4

2
2 ,0~/1 πtK ( )0,02tA ( )4

2 ,0 πtA

Fe 1.99 -0.39 -1.49 0.50 -0.21 0.57 0.10
Cu 2.23 -0.3 -1.03 -0.38 -0.17 0.31 0.064

GaAs 2.00 -0.62 -8.31 -0.86 -0.29 5.16 0.25
InSb 2.23 -0.56 -6.37 -0.77 -0.26 3.56 0.20
MgO 1.94 -1.32 3.26 -2.33 -0.47 4.32 1.10
Ge 1.92 -0.77 50 -1.11 -0.34 38.5 0.38
LiF 1.92 -0.94 7.14 -1.47 -0.39 6.74 0.58
Na 1.04 -0.01 -0.01 -0.01 -0.01 0.0002 0.0002
Li 1.37 -0.09 -0.13 -0.1 -0.07 0.011 0.007
K 1.74 -0.16 -0.31 -0.19 -0.11 0.05 0.02

GaN 1.89 -0.37 -1.25 -0.47 -0.2 0.46 0.096
Si 2.09 -1.09 4.0 -1.79 -0.41 4.36 0.72

Алмаз 1.87 6.25 1.41 2.94 -1.67 8.80 4.90
YaG 2.89 1.11 1.03 1.08 1.29 1.14 1.40

Крис-
талл

c11/c44 ( )0,0~/1 1
1
tK ( )0,0~/1 1

2
tK ( )4

1
1 ,0~/1 πtK ( )4

1
2 ,0~/1 πtK ( )0,01tA ( )4

1 ,0 πtA

YIG 3.52 0.84 0.95 0.87 0.69 0.8 0.6
SrF2 4.0 0.48 0.82 0.56 0.26 0.39 0.15
CaF2 4.74 0.33 0.75 0.41 0.15 0.25 0.06
PbS 5.12 0.25 0.74 0.33 0.1 0.19 0.03
NaCl 4.33 0.29 0.78 0.38 0.11 0.23 0.04
KCl 6.37 0.18 0.75 0.25 0.05 0.13 0.01

С увеличением параметра анизотропии 1−k  мы пересекаем кри-
вую 1 и попадаем во вторую область, для которой при 1<<θ  << 1 в окрест-
ности плоскости грани куба поверхность постоянной энергии медлен-
ных поперечных фононов является выпуклой ( 01 >K  и 02 >K ), а в окрест-
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ности диагональной плоскости реализуется особенность типа седловой 
точки: ( 01 >K , 02 <K , см. таблицу 1.12). Из системы неравенств 

0)0,0(1 >K , 0)0,0(2 >K  при 0=ϕ  и 0)4/,0(1 >πK , 0)4/,0(2 <πK  
при 4/πϕ =  для второй области получим:
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Следует отметить, что для всех кристаллов второго типа ( 01 ≤−k ) величины 1K и 2K

положительны. Поэтому поверхности постоянной энергии поперечных фононов для них при

1<<θ являются выпуклыми (см. таблицу 1.12).

С увеличением параметра анизотропии 1−k мы пересекаем кривую 1 и попадаем во 
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в окрестности диагональной плоскости реализуется особенность типа седловой точки:
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Она ограничена кривыми 1 и 2, последняя определяется выражением ( )1/11/ 2
4411 −+= kсс . Из 

рассмотренных кристаллов в эту область параметров попадает алмаз (см. рис. 1.24). В 

третьей области главные кривизны имеют разные знаки в обеих плоскостях: в плоскости 

грани куба 01 <K , 02 >K , а в диагональной плоскости 01 >K , 02 <K . Поэтому для обеих 

плоскостей на изоэнергетической поверхности образуются особенности типа седловых 

точек. Эта область расположена между кривыми 2 и 3 и определяется неравенствами:
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Однако ни один из рассмотренных в таблице 1.12 кристаллов в эту область не попал. 

Дальнейшее увеличение параметра анизотропии 1−k приводит к появлению 

следующих особенностей на изоэнергетической поверхности при 1<<θ : в окрестности 

плоскости грани куба для моды t2 появляется особенность типа седловой точки 

( 0)0,0(,0)0,0( 21 >< KK ), а в окрестности диагональной плоскости поверхность 

постоянной энергии становится вогнутой ( 0)4/,0(,0)4/,0( 21 << ππ KK ). Эти неравенства 

определяют четвертую область, ограниченную кривыми 3 и 4 (см. рис. 1.24):
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В неё входят такие кристаллы, как Si, MgO, Ge, LiF (см. рис. 1.24). При дальнейшем 

увеличении параметра анизотропии 1−k мы пересекаем кривую (4) и попадаем в пятую 

область, в которой при 1<<θ поверхность постоянной энергии для моды t2 становится 

вогнутой для произвольного значения угла ϕ : обе кривизны 1K и 2K становятся 
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Она ограничена кривыми 1 и 2, последняя определяется выраже-
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кривизны имеют разные знаки в обеих плоскостях: в плоскости грани 
куба 01 <K , 02 >K , а в диагональной плоскости 01 >K , 02 <K . Поэ-
тому для обеих плоскостей на изоэнергетической поверхности образу-
ются особенности типа седловых точек. Эта область расположена меж-
ду кривыми 2 и 3 и определяется неравенствами:
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Однако ни один из рассмотренных в таблице 1.12 кристаллов в эту область не попал. 

Дальнейшее увеличение параметра анизотропии 1−k приводит к появлению 

следующих особенностей на изоэнергетической поверхности при 1<<θ : в окрестности 

плоскости грани куба для моды t2 появляется особенность типа седловой точки 

( 0)0,0(,0)0,0( 21 >< KK ), а в окрестности диагональной плоскости поверхность 

постоянной энергии становится вогнутой ( 0)4/,0(,0)4/,0( 21 << ππ KK ). Эти неравенства 

определяют четвертую область, ограниченную кривыми 3 и 4 (см. рис. 1.24):
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В неё входят такие кристаллы, как Si, MgO, Ge, LiF (см. рис. 1.24). При дальнейшем 

увеличении параметра анизотропии 1−k мы пересекаем кривую (4) и попадаем в пятую 

область, в которой при 1<<θ поверхность постоянной энергии для моды t2 становится 

вогнутой для произвольного значения угла ϕ : обе кривизны 1K и 2K становятся 

                   (1.104)

Однако ни один из рассмотренных в таблице 1.12 кристаллов в эту 
область не попал. 

Дальнейшее увеличение параметра анизотропии 1−k  приводит к 
появлению следующих особенностей на изоэнергетической поверхно-
сти при 1<<θ  << 1: в окрестности плоскости грани куба для моды t2 появ-
ляется особенность типа седловой точки ( 0)0,0(,0)0,0( 21 >< KK ),  
а в окрестности диагональной плоскости поверхность постоянной 
энергии становится вогнутой ( 0)4/,0(,0)4/,0( 21 << ππ KK ). Эти 
неравенства определяют четвертую область, ограниченную кривыми 3 
и 4 (см. рис. 1.24):
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Однако ни один из рассмотренных в таблице 1.12 кристаллов в эту область не попал. 

Дальнейшее увеличение параметра анизотропии 1−k приводит к появлению 

следующих особенностей на изоэнергетической поверхности при 1<<θ : в окрестности 

плоскости грани куба для моды t2 появляется особенность типа седловой точки 

( 0)0,0(,0)0,0( 21 >< KK ), а в окрестности диагональной плоскости поверхность 

постоянной энергии становится вогнутой ( 0)4/,0(,0)4/,0( 21 << ππ KK ). Эти неравенства 

определяют четвертую область, ограниченную кривыми 3 и 4 (см. рис. 1.24):
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В неё входят такие кристаллы, как Si, MgO, Ge, LiF (см. рис. 1.24). При дальнейшем 

увеличении параметра анизотропии 1−k мы пересекаем кривую (4) и попадаем в пятую 

область, в которой при 1<<θ поверхность постоянной энергии для моды t2 становится 

вогнутой для произвольного значения угла ϕ : обе кривизны 1K и 2K становятся 

.                (1.105)

В неё входят такие кристаллы, как Si, MgO, Ge, LiF (см. рис. 1.24). 
При дальнейшем увеличении параметра анизотропии 1−k  мы пересе-
каем кривую (4) и попадаем в пятую область, в которой при 1<<θ  << 1 
поверхность постоянной энергии для моды t2 становится вогнутой 
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для произвольного значения угла ϕ : обе кривизны 1K  и 2K  становятся 
отрицательны (см. табл. 1.12). Из выражений (1.99) и условия 
c11 > c12  для пятой области получаем соотношения, определяющие 
кривые 4 и 5:
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В пятую область попали кристаллы Fe, Cu, K, Li, Na, GaN с максимальной анизотропией 

упругой энергией (см. рис. 1.24). 
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Рис. 1.24. Графики зависимости 4411 / cc от параметра k-1, определяющие пять областей с 
различной кривизной изоэнергетических поверхностей для медленных поперечных фононов 
в кубических кристаллах первого типа. Области I, II, III, IV, V ограничены кривыми 1,2,3,4,5,  
уравнения для которых задаются неравенствами (1.101), (1.103), (1.104), (1.105) и (1.106), 
соответственно. Сплошные кривые – результаты нашего анализа, штриховые кривые –
результаты расчета Эвери [82]. Символами обозначены значения параметров для кристаллов 
первого типа.

В работе [82] Эвери провел численный анализ кривизны изоэнергетических 

поверхностей для кубических кристаллов, исходя из формул (1.89)-(1.91), в координатах 

4411 / сс и 4412 / сс без введения параметра анизотропии 1−k . Он получил соотношения для 

модулей упругости, которые разделяют кристаллы с различным типом изоэнергетических 

поверхностей. Как видно из рисунка 1.24, в координатах 4411 / сс и 1−k наши результаты 

(сплошные линии), согласуются с анализом, проведенным в [82] (штриховые линии).
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В пятую область попали кристаллы Fe, Cu, K, Li, Na, GaN с макси-
мальной анизотропией упругой энергией (см. рис. 1.24). 

Рис. 1.24. Графики зависимости c11/c44 от параметра k-1, определяющие пять 
областей с различной кривизной изоэнергетических поверхностей для медленных 
поперечных фононов в кубических кристаллах первого типа. Области I, II, III, IV, 
V ограничены кривыми 1,2,3,4,5, уравнения для которых задаются неравенствами 

(1.101), (1.103), (1.104), (1.105) и (1.106), соответственно. Сплошные кривые – 
результаты нашего анализа, штриховые кривые – результаты расчета Эвери [82]. 

Символами обозначены значения параметров для кристаллов первого типа

В работе [82] Эвери провел численный анализ кривизны изоэнер-
гетических поверхностей для кубических кристаллов, исходя из фор-
мул (1.89)-(1.91), в координатах c11 / c44 и c12 / c44 без введения параметра 
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анизотропии 1−k . Он получил соотношения для модулей упругости, 
которые разделяют кристаллы с различным типом изоэнергетических 
поверхностей. Как видно из рисунка 1.24, в координатах c11 / c44 и 1−k  
наши результаты (сплошные линии), согласуются с анализом, прове-
денным в [82] (штриховые линии).

В отличие от анализа [82] основное внимание нами уделено иссле-
дованию связи величин разрывов коэффициентов усиления попереч-
ных мод в окрестности направления [100] с изменениями параметра 
анизотропии и кривизны изоэнергетических поверхностей. Из табли-
цы 1.12 видно, что в окрестности направления [100] при 0=ϕ  и 4/π  
для всех кристаллов коэффициенты ),0(2 ϕtA  имеют различные значе-
ния, т.е. претерпевают конечные разрывы. Как показал проведенный 
выше анализ, эти разрывы обусловлены различной кривизной изоэнер-
гетических поверхностей для волновых векторов в плоскостях грани 
куба и диагональных плоскостях. Причем, в кристаллах первого типа 
при переходе от плоскости грани куба к диагональной плоскости меня-
ются не только величины главных кривизн для медленных поперечных 
мод, но и их знак (тип кривизн) (см. табл. 1.12). Однако для кристаллов 
второго типа изоэнергетические поверхности для быстрых поперечных 
мод остаются выпуклыми, изменяется только величины кривизн при 

0=ϕ  и 4/π  (см. табл. 1.12). Максимальные величины разрывов коэф-
фициенты ),0(2 ϕtA  достигают в кристаллах первого типа, входящих в 
четвертую область. Так, например, для Ge при 0→θ  коэффициенты 

( ) 380,02 ≅tA  38 и ( ) 4.0,0 4
2 ≅πtA  отличаются на два порядка величины. 

Следует отметить, что для кристаллов первого типа нет корреляции 
между значением параметра анизотропии 1−k  и величиной разрыва в 
коэффициентах усиления. Однако такая корреляция ясно прослеживает-
ся для кристаллов второго типа: чем выше обсолютное значение параме-
тра анизотропии 1−k , тем больше относительная величина разрывов в 
коэффициентах усиления в наравлениях типа [100] (см. табл. 1.12).  
Поскольку для них величины коэффициентов усиления меньше едини-
цы, то абсолютные величины разрывов ),0(1 ϕtA  малы.

Для устранения неоднозначности коэффициента ),(2 ϕθtA  в 
окрестности направления [100] для 0=ϕ  и 4/π  Марис в [17] усред-
нил фононный поток по детектору в виде круга и получил средние зна-
чения коэффициента усиления. В работе [73] Лэкс и др. усредненили 
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коэффициент ),(2 ϕθtA  поперечных фононов по прямоугольному де-
тектору для всех симметричных направлений в кристалле. На примере 
кристалла GaAs было показано, что в зависимости от размера и формы 
детектора коэффициенты усиления поперечных фононов могут изме-
няться в несколько раз. Причем, для вырожденных направлений [100] и 
[111] даже для бесконечно малых размеров детектора результат зависит 
от его формы (см. [73], таблицы 4,6). Поскольку усреднение проводи-
лось по малой окрестности симметричных направлений, то эти методы 
[17,73] не решали проблему расходимости фактора усиления в точках 
нулевой кривизны на поверхности медленности. Эта проблема была 
рассмотрена в работах [75,84]. Для произвольного направления в кри-
сталле авторы [81] усреднили плотность потока фононов по площадке 
детектора ΔS, и тем самым устранили проблему расходимости коэффи-
циента усиления. Для детекторов в виде квадратов (4×4)×10-6 и 
(15.6×15.6)×10-6 мм2 они рассчитали плотность потока фононов в пло-
скости {100} для кристалла GaAs и получили качественное согласие с 
данными [79]. 

Итак, получено замкнутое аналитическое выражение для коэффи-
циента усиления потока фононов в кубических кристаллах с различ-
ным типом анизотропии упругой энергии. Проанализированы особен-
ности его угловых зависимостей, а также типов кривизны изоэнергети-
ческих поверхностей акустических мод от величины и знака параме-
тров анизотропии.

Подводя итог анализу влияния фокусировки на распространение 
фононных мод в упруго анизотропных кристаллах, можно утверждать, 
что подход, основанный на коэффициенте усиления [73-75,79,80-82,84], 
не позволяет пока сделать количественные оценки для плотностей со-
стояний квазипоперечных мод. Однако он находит широкое примене-
ние при анализе баллистического транспорта фононов и построения 
фононных изображений [73-75,79,80-82,84]. С другой стороны в рабо-
тах [69,71] нами предложен простой и наглядный способ оценки сред-
них плотностей состояний (ПФС) для областей фокусировки и дефоку-
сировки фононов, в котором изотропная среда также использовалась в 
качестве системы сравнения. Он дает достаточно грубую оценку влия-
ния фокусировки на ПФС, но он свободен от отмеченных выше недо-
статков коэффициента усиления. Весомым аргументом в пользу разви-
того в работах [69,71] метода оценки средних ПФС является хорошее 
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согласие угловых зависимостей ПФС и длин свободного пробега: сек-
тора максимумов обоих величин соответствуют областям фокусиров-
ки, а минимумов - областям дефокусировки фононов. Поэтому в даль-
нейшем при анализе влияния фокусировки поперечных фононов на 
фононный транспорт мы будем использовать этот метод.

1.7. зАкЛюченИе

Основные результаты первой главы могут быть сформулированы 
следующим образом:

1. Анализ уравнений Кристоффеля для динамических характери-
стик упругих волн показал, что все кубические кристаллы в соответ-
ствии со знаком параметра анизотропии k-1 могут быть разделены на 
два типа: на кристаллы с положительной (тип I) и отрицательной (тип 
II) анизотропией упругих модулей второго порядка. Для кристаллов од-
ного типа направления фокусировки и дефокусировки колебательных 
мод совпадают, тогда в кристаллах различного типа они противополож-
ны: направления фокусировки в кристаллах первого типа становятся 
направлениями дефокусировки в кристаллах второго типа. 

2. Разработан метод аппроксимации фононного спектра кубиче-
ских кристаллов, полученного из данных по неупругому рассеянию 
нейтронов для симметричных направлений, на всю зону Бриллюэна. 

3. Анализ влияния фокусировки на угловое распределение плот-
ности фононных состояний показал, что в упруго анизотропных кри-
сталлах максимальные значения ПФС достигаются в областях фокуси-
ровки, а минимальные - для областей дефокусировки фононов. Поэто-
му направления максимумов ПФС в кристаллах первого типа становят-
ся направлениями минимумов в кристаллах второго типа. 

4. Рассмотрены особенности распространения фононных им-
пульсов в кубических кристаллах с различным типом анизотропии 
упругой энергии. Получено замкнутое аналитическое выражение для 
коэффициента усиления потока фононов в кубических кристаллах с 
различным типом анизотропии упругой энергии. Проанализированы 
особенности его угловых зависимостей, а также типов кривизны изоэ-
нергетических поверхностей акустических мод от величины и знака 
параметров анизотропии.
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Глава 2. ВРеменА РеЛАксАцИИ ФононоВ 
ПРИ дИФФузном РАссеянИИ нА гРАнИцАх 

монокРИсТАЛЛИческИх обРАзцоВ 
конечной дЛИны

В настоящей главе рассмотрим влияние анизотропии упругой 
энергии на релаксационные характеристики фононного газа при диф-
фузном рассеянии на границах монокристаллических образцов. При 
достаточно низких температурах, когда, хотя бы в одном из направле-
ний, длина свободного пробега фононов оказывается больше или срав-
нимой с характерным размером наноструктуры, то значения теплопро-
водности определяются характером взаимодействия фононов с поверх-
ностью. Такую ситуацию, когда доминирующим механизмом релакса-
ции фононов является диффузное рассеяние на границах, принято на-
зывать режимом граничного рассеяния или кнудсеновским течением 
фононного газа. Ниже проанализируем влияние фокусировки фононов 
на кнудсеновское течение фононного газа в монокристаллических об-
разцах кремния в рамках теории Казимира – МакКарди [13,19]. Кази-
мир [13] в модели изотропной среды расчитал теплопроводность диэ-
лектрического стержня бесконечной длины. Он предположил, что все 
фононы при соударении с поверхностью поглощаются, а затем переиз-
лучаются изотропно в полупространство по направлению внутрь об-
разца с интенсивностью, которая зависит от температуры поверхности 
в соответствии с теорией излучения абсолютно черного тела. Теория 
Казимира [13] была обобщена в [19] на случай упруго анизотропных 
кристаллов. К предположению Казимира авторы добавили ещё два: 

1. поток тепла и распределение температур однородны по длине 
образца; 

2. предполагается наличие плоскости зеркальной симметрии пер-
пендикулярной оси образца. 

Последнее предположение о наличии плоскости зеркальной сим-
метрии не является критичным. Дело в том, что плоскость, перпенди-
кулярная направлению [111], не является плоскостью зеркальной сим-
метрии. Однако для этого направления рассчитанные значения длин 
пробега фононов согласуются с экспериментальными данными с той 
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же погрешностью, как и для других направлений [19]. Авторам [19] не 
удалось получить аналитических выражений для времен релаксации 
фононов при диффузном рассеянии на границах образцов и проанали-
зировать температурные зависимости теплопроводности для монокри-
сталлических образцов кремния с различными направлениями тепло-
вого потока относительно кристаллографических осей. Поэтому в на-
стоящей главе в рамках теории Казимира – МакКарди [13,19] будет 
рассмотрено кнудсеновское течение фононного газа в образцах конеч-
ной длины и определены времена релаксации фононов с учетом фоку-
сировки.

В разделе 2.1 получены выражения для времен релаксации и длин 
свободного пробега при диффузном рассеянии фононов на границах 
для образцов бесконечной длины с круглым, квадратным и прямоу-
гольным сечениями. В разделе 2.2 расчитаны времена релаксации фо-
нонов на границах и длины свободного пробега фононов в образцах 
конечной длины. В разделе 2.3 проведен анализ анизотропии длин сво-
бодного пробега фононов в объемных образцах кремния с круглым и 
квадратным сечениями. Показано, что результаты расчета хорошо со-
гласуются с данными [19]. В разделе 2.4 проанализирована анизотро-
пия длин свободного пробега фононов в образцах кремния с прямоу-
гольным сечением при низких температурах и проведено сравнение с 
экспериментальными результатами [19].

 

2.1. РеЛАксАцИя ФононоВ нА гРАнИцАх обРАзцоВ 
бесконечной дЛИны с кРугЛым, кВАдРАТным И 

ПРямоугоЛьным сеченИямИ

Рассмотрим фононный транспорт в образцах бесконечной длины с 
круглым, квадратным и прямоугольным сечениями в рамках теории Ка-
зимира – МакКарди и др. [13,19] и определим времена релаксации фо-
нонов при диффузном рассеянии на границах. Выберем направление 
градиента температуры вдоль оси образца и обозначим это направле-
ние X

3
. Проведем сечение образца плоскостью, перпендикулярной оси 

X
3
 и проходящей через точку X

3
 = 0 (см. рис. 2.1 и 2.2). Рассмотрим 

элемент поверхности dS в окрестности точки с координатами (X
1
,X

3
). 
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Обозначим через m(X1) единичный вектор, перпендикулярный поверх-
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Рис. 2.2. Схематичное изображение образца длины L c произвольным поперечным сечением. 
Рисунок взят из работы [19].
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Рис. 2.2. Схематичное изображение образца длины L c произвольным поперечным сечением. 
Рисунок взят из работы [19].

волновым вектором q и поляризацией λ, покидающих этот элемент поверхности, равен 

( ) dSXNX qg ),()( 3
)0(

1 qVm λ
λ , где λ

gV — групповая скорость фононов, а 

( )( ) 133
)0( 1)(/exp),( −−= XTkXN Bqq λλ ωq — функция распределения Планка, соответствующая 

температуре )( 3XT рассматриваемого элемента. Фононы, покидающие элемент 

поверхности dS, будут распространяться вдоль стержня, пока не столкнутся с поверхностью. 

Пусть вектор ),( 1 qΛ Xλ определяет длину и направление свободного пробега фонона с 

волновым вектором q и поляризацией λ. Предполагая, что распределение температур и 

потока тепла однородно по образцу, авторы [19] подсчитали поток тепла, протекающий 

через плоскость X3 = 0 слева направо и справа налево, и получили следующее выражение для 

теплопроводности 

( )( ) ∑∫∑ ∞∞ =Λ=
q

q
qg

Xq

q
q

c

I
dT
dN

XXdX
dT
dN

S
T

,

)0(
2

1311
,

)0(

),()(
2
1)(

1 λ

λλ
λ

λλ

λ

λ
λ ωωκ  qVm , (2.1)

( ) ( )( )∫ Λ∞

1

1
2

131 ,)(
2
1

X
g

c

dXqXX
S

=I λλλ Vm , (2.2)

где cS — площадь поперечного сечения образца, а ( )qX ,13
λΛ - проекция длины пробега 

фонона с импульсом q и поляризацией λ на направление градиента температуры.

На рисунке 2.3 приведена схема вычисления интеграла по контуру X1 для 

цилиндрических образцов бесконечной длины, где R - радиус цилиндра. Фонон покидает 

элемент поверхности в точке X1 в направлении вектора групповой скорости Vgλ.

Компоненты λ
3gV и ( ) ( )23

2 λλλ
ggg VV=V −⊥ являются проекциями вектора групповой скорости на 

ось цилиндра и секущую плоскость, соответственно. Обозначим ),( 1 qXλ
⊥Λ проекцию длины 

свободного пробега фононов на плоскость сечения. На рисунке 2.3 она равна длине отрезка 

X1A. Проекция длины свободного пробега на ось стержня ),( 13 qXλΛ связана с ),( 1 qXλ
⊥Λ

соотношением 

,                         (2.2)

где cS  ‒ площадь поперечного сечения образца, а ( )qX ,13
λΛ  ‒ проекция 

длины пробега фонона с импульсом q и поляризацией λ на направление 
градиента температуры.

На рисунке 2.3 приведена схема вычисления интеграла по контуру 
X1 для цилиндрических образцов бесконечной длины, где R - радиус

Рис. 2.3. Схема, иллюстрирующая вычисление контурного интеграла для 
цилиндрических образцов (показано сечение цилиндра плоскостью, 

перпендикулярной его оси)

цилиндра. Фонон покидает элемент поверхности в точке X1 в направле-
нии вектора групповой скорости Vgλ. Компоненты λ

3gV  и 
( ) ( )23

2 λλλ
ggg VV=V −⊥

 являются проекциями вектора групповой скорости 



972.1. Релаксация фононов на границах образцов бесконечной длины 

на ось цилиндра и секущую плоскость, соответственно. Обозначим 
),( 1 qXλ

⊥Λ  проекцию длины свободного пробега фононов на плоскость 
сечения. На рисунке 2.3 она равна длине отрезка X1A. Проекция длины 
свободного пробега на ось стержня ),( 13 qXλΛ  связана с ),( 1 qXλ

⊥Λ  со-
отношением 

( ) ( )22
2

11
3

13 ,),(),( λλλλ
λ

λ
λ

ggg
g

g VVVX
V
V

X +=Λ=Λ ⊥⊥
⊥

qq .             (2.3)

Введем угол γ1 между осью Y и нормалью к окружности m(X1) в 
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Для образца с круглым сечением полагаем dX1 = Rdγ1. Вклад в кон-
турный интеграл (А1) дают только фононы, отраженные элементом по-
верхности по направлению внутрь образца. Поэтому для заданного 
угла φ интегрируем по углам γ1 только в пределах сектора между точка-
ми B1 и B2 (сектор выделен жирной линией на рисунке). Итак, из фи-
зического анализа задачи следует, что контурные интегралы по dX1, 
вычисляются не по всему контуру, как это указано в [19], а должны 
охватывать только половину контура. Поэтому область интегрирования 
X1 и соответствующие значения углов γ1 для бесконечного образца 
ограничены значениями 
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Выражение (2.5) совпадает с полученным в работе [19]. 
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Выражение (2.5) совпадает с полученным в работе [19]. 
Теперь рассмотрим стержень бесконечной длины с прямоуголь-

ным сечением D×μD (см. рис 2.4). Пусть λ
3gV  - проекция групповой ско-

рости на направление градиента температуры, которое совпадает с 
осью стержня, λ

⊥gV  - проекция групповой скорости на плоскость сече-
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ния стержня, а λ
1gV  и λ

2gV  - проекции групповой скорости на боковые 
грани образца. На рисунке 2.4 приведен случай 
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Рис. 2.4. Сечение образца в форме прямоугольного стержня плоскостью перпендикулярной 
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часть контура X1, по которому вычисляется интеграл.
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Аналогично для областей «B» и «C» получим: 

. 
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формулы (2.9) и (2.10) совпадают с полученными в работе [19]. Для того, чтобы перейти к 

образцам с квадратным сечением, достаточно в формулах (2.9) и (2.10) положить μ = 1. Итак, 

предложенный нами метод расчета релаксационных функций ),( ϕθλ
∞I для образцов 

бесконечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями приводит к тем же 

результатам, что и в работе [19]. Далее мы покажем, что наш метод позволяет аналитически 

решить задачу о кнудсеновском течении фононного газа в образцах конечной длины.

Из сравнения формулы (2.1) со стандартным выражением теплопроводности [9,85] в 
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Выражение (2.13) для времени релаксации фононов на границах 
бесконечных образцов с круглым сечением совпадает с полученным 
ранее выражением в работе [86]. 

Определим среднюю длину свободного пробега фононов Λ∞ для 
образцов бесконечной длины в режиме кнудсеновского течения фонон-
ного газа. Рассмотрим область температур, гораздо меньших темпера-
туры Дебая (T<<TD), когда применима модель анизотропного конти-
нуума. Воспользуемся известным выражением кинетической теории 
газов для теплопроводности 

∞Λ= SCV3
1κ .                                        (2.15)

Приведем формулу (2.11) для теплопроводности к виду (2.15). Для 
этого выделим теплоемкость единицы объема VC  среднюю скорость 
фононов S
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где ( ) ( ) πλλ 4/33 −−
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∫ Ω= SdS q
. Тогда выра-

жение для средней длины пробега ∞ΛB  может быть представлено в 
виде: 
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Значения средних скоростей фононов и теплоемкости кристаллов кремния приведены в 

таблице 2.1

Таблица 2.1. Значения параметров, определяющих длины свободного пробега фононов для 
кристаллов кремния при низких температурах. 
мода 2)),(( −ϕθλS ,

10-12 (с2 см-2)

λS , 105 (см с-1) 3/TCV
λ ,

эрг см-3K-4
S , 105 (см с-1) 3/TCV ,

эрг см-3K-4

L 1.213 9.069 0.5478
5.668 5.899t1 3.081 5.688 2.2156

t2 3.873 5.058 3.1360

Как видно из выражений (2.15) - (2.17), в дебаевском приближении теплопроводность 

пропорциональна теплоемкости и при низких температурах следует зависимости T3 - в 

соответствии с законом Дебая. Этот результат привлек внимание исследователей к теории 

Казимира [13] (заметим, что формула для теплопроводности в работе [13] содержит 

известную ошибку – лишний множитель π/2). Аналогичным образом можно определить 

средние длины свободного пробега фононов для каждой колебательной моды. Для этого 

представим теплопроводность в виде аддитивной суммы всех колебательных мод 
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Для образцов с круглым сечением в качестве λ
∞I надо взять выражение (2.5), а для образцов с 

прямоугольным сечением - (2.9) и (2.10). Итак, длины свободного пробега фононов при 

низких температурах для граничного рассеяния в модели анизотропного континуума 

выражаются через двукратный угловой интеграл.

2.2. Времена релаксация фононов при диффузном рассеянии на 
границах образцов конечной длины с круглым, квадратным и 
прямоугольным сечениями.

Рассмотрим кнудсеновское течение фононного газа в образцах конечной длины с 

круглым, квадратным и прямоугольным сечениями и определим времена релаксации при 

диффузном рассеянии фононов на границах в рамках теории МакКарди и др. [19]. В этой 

теории предполагается, что вклад в теплопроводность образцов конечной длины вносят 

только те фононы, которые столкнуться с поверхностью образца в пределах его длины. А те 

фононы, которые столкнулись бы с поверхностью образца за пределами его длины, не вносят 

вклад в теплопроводность. Для этих фононов проекция длины пробега на ось X3

определяется неравенством 
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Обозначим вклад этих фононов в теплопроводность )(Tκ∆ . Тогда теплопроводность 

стержня длины L равна теплопроводности бесконечного стержня за вычетом )(Tκ∆ :
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Звездочка у знака суммирования по волновым векторам в формуле (2.22) означает, что в 

поправку )(Tκ∆ вносят вклад только те фононы, для которых выполняется неравенство 

             (2.19)
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Для образцов с круглым сечением в качестве λ
∞I  надо взять выра-

жение (2.5), а для образцов с прямоугольным сечением - (2.9) и (2.10). 
Итак, длины свободного пробега фононов при низких температурах 
для граничного рассеяния в модели анизотропного континуума выра-
жаются через двукратный угловой интеграл.

2.2. ВРеменА РеЛАксАцИя ФононоВ ПРИ 
дИФФузном РАссеянИИ нА гРАнИцАх обРАзцоВ 

конечной дЛИны с кРугЛым, кВАдРАТным И 
ПРямоугоЛьным сеченИямИ

Рассмотрим кнудсеновское течение фононного газа в образцах ко-
нечной длины с круглым, квадратным и прямоугольным сечениями и 
определим времена релаксации при диффузном рассеянии фононов на 
границах в рамках теории МакКарди и др. [19]. В этой теории предпо-
лагается, что вклад в теплопроводность образцов конечной длины вно-
сят только те фононы, которые столкнуться с поверхностью образца в 
пределах его длины. А те фононы, которые столкнулись бы с поверхно-
стью образца за пределами его длины, не вносят вклад в теплопрово-
дность. Для этих фононов проекция длины пробега на ось X3 определя-
ется неравенством 

2
),( 13

LX ≥Λ qλ .                                      (2.20)

Обозначим вклад этих фононов в теплопроводность )(Tκ∆ . Тогда 
теплопроводность стержня длины L равна теплопроводности бесконеч-
ного стержня за вычетом )(Tκ∆ :

)()()( TTT κκκ ∆−= ∞ .                               (2.21)

Согласно [19], поправка )(Tκ∆  для образца длиной L имеет вид: 
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Для образцов с круглым сечением в качестве λ
∞I надо взять выражение (2.5), а для образцов с 

прямоугольным сечением - (2.9) и (2.10). Итак, длины свободного пробега фононов при 

низких температурах для граничного рассеяния в модели анизотропного континуума 

выражаются через двукратный угловой интеграл.

2.2. Времена релаксация фононов при диффузном рассеянии на 
границах образцов конечной длины с круглым, квадратным и 
прямоугольным сечениями.

Рассмотрим кнудсеновское течение фононного газа в образцах конечной длины с 

круглым, квадратным и прямоугольным сечениями и определим времена релаксации при 

диффузном рассеянии фононов на границах в рамках теории МакКарди и др. [19]. В этой 

теории предполагается, что вклад в теплопроводность образцов конечной длины вносят 

только те фононы, которые столкнуться с поверхностью образца в пределах его длины. А те 

фононы, которые столкнулись бы с поверхностью образца за пределами его длины, не вносят 

вклад в теплопроводность. Для этих фононов проекция длины пробега на ось X3

определяется неравенством 
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LX ≥Λ qλ . (2.20)

Обозначим вклад этих фононов в теплопроводность )(Tκ∆ . Тогда теплопроводность 

стержня длины L равна теплопроводности бесконечного стержня за вычетом )(Tκ∆ :

)()()( TTT κκκ ∆−= ∞ . (2.21)

Согласно [19], поправка )(Tκ∆ для образца длиной L имеет вид: 
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Звездочка у знака суммирования по волновым векторам в формуле (2.22) означает, что в 

поправку )(Tκ∆ вносят вклад только те фононы, для которых выполняется неравенство 

 (2.22)
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Для образцов с круглым сечением в качестве λ
∞I надо взять выражение (2.5), а для образцов с 

прямоугольным сечением - (2.9) и (2.10). Итак, длины свободного пробега фононов при 

низких температурах для граничного рассеяния в модели анизотропного континуума 

выражаются через двукратный угловой интеграл.

2.2. Времена релаксация фононов при диффузном рассеянии на 
границах образцов конечной длины с круглым, квадратным и 
прямоугольным сечениями.

Рассмотрим кнудсеновское течение фононного газа в образцах конечной длины с 

круглым, квадратным и прямоугольным сечениями и определим времена релаксации при 

диффузном рассеянии фононов на границах в рамках теории МакКарди и др. [19]. В этой 

теории предполагается, что вклад в теплопроводность образцов конечной длины вносят 

только те фононы, которые столкнуться с поверхностью образца в пределах его длины. А те 

фононы, которые столкнулись бы с поверхностью образца за пределами его длины, не вносят 

вклад в теплопроводность. Для этих фононов проекция длины пробега на ось X3

определяется неравенством 
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LX ≥Λ qλ . (2.20)

Обозначим вклад этих фононов в теплопроводность )(Tκ∆ . Тогда теплопроводность 

стержня длины L равна теплопроводности бесконечного стержня за вычетом )(Tκ∆ :

)()()( TTT κκκ ∆−= ∞ . (2.21)

Согласно [19], поправка )(Tκ∆ для образца длиной L имеет вид: 
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Звездочка у знака суммирования по волновым векторам в формуле (2.22) означает, что в 

поправку )(Tκ∆ вносят вклад только те фононы, для которых выполняется неравенство 

                (2.23)
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Звездочка у знака суммирования по волновым векторам в формуле 
(2.22) означает, что в поправку )(Tκ∆  вносят вклад только те фононы, 
для которых выполняется неравенство (2.20). При вычислении инте-
грала по контуру 1X  мы также должны учитывать неравенство (2.20). 
Из выражений (2.21) - (2.23) следует, что теплопроводность образцов 
конечной длины можно представить в виде: 

87

(2.20). При вычислении интеграла по контуру 1X мы также должны учитывать неравенство 

(2.20). Из выражений (2.21) - (2.23) следует, что теплопроводность образцов конечной длины 

можно представить в виде: 
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Неравенство (2.20) накладывает ограничения на область интегрирования по волновым 

векторам в выражении для поправки к теплопроводности. Поэтому непосредственным 

образом получить аналитические выражения для величин ),( ϕθλI∆ и определить времена 

релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах авторам [19] не удалось. Расчет 

теплопроводности для кубических кристаллов в режиме граничного рассеяния был выполнен 

численным методом только для симметричных направлений при температуре 3 K. 

Для расчета температурных зависимостей теплопроводности в рамках 

релаксационного метода необходимо прежде всего определить времена релаксации фононов 

для всех актуальных процессов рассеяния (включая рассеяние фононов на границах образца) 

и найти полное время релаксации согласно правилу Маттиссена. Это позволит исследовать 

изменение вкладов различных колебательных мод в теплопроводность с ростом 

температуры, а также проанализировать зависимости релаксационных характеристик от 

ориентаций градиента температуры относительно осей кристалла, не ограничиваясь моделью 

анизотропного континуума. Поскольку во всем интервале температур ниже максимума 

теплопроводности доминирует граничное рассеяние фононов, то пренебрежение эффектом 

фокусировки может привести к значительной погрешности при интерпретации 

экспериментальных данных для всех упруго анизотропных кристаллов. В виду отсутствия 

аналитических расчетов времен релаксации за последние сорок лет со времени 

опубликования работы [19] не было опубликовано ни одной работы, в которой бы 

анализировались температурные зависимости теплопроводности диэлектрических 

кристаллов с учетом фокусировки фононов. В связи с этим представим некоторые детали 

расчета релаксационных функций ),( ϕθλI∆ при диффузном рассеянии фононов на границах 

для образцов конечной длины с круглым и прямоугольным сечениями (см. [20,21]).

Для цилиндрического образца длины L при вычислении контурного интеграла: 

( )
2

1311 2
),()(

2
1

1






 −Λ=∆ ∫

LXXdX
S

I g
Xc

qVm λλλ (2.25)

воспользуемся рисунком 2.3 и определим входящие в него величины (см. формулы (2.4): 
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Неравенство (2.20) накладывает ограничения на область интегри-
рования по волновым векторам в выражении для поправки к теплопро-
водности. Поэтому непосредственным образом получить аналитиче-
ские выражения для величин ),( ϕθλI∆  и определить времена релакса-
ции фононов при диффузном рассеянии на границах авторам [19] не 
удалось. Расчет теплопроводности для кубических кристаллов в режи-
ме граничного рассеяния был выполнен численным методом только 
для симметричных направлений при температуре 3 K. 

Для расчета температурных зависимостей теплопроводности в 
рамках релаксационного метода необходимо прежде всего определить 
времена релаксации фононов для всех актуальных процессов рассея-
ния (включая рассеяние фононов на границах образца) и найти полное 
время релаксации согласно правилу Маттиссена. Это позволит иссле-
довать изменение вкладов различных колебательных мод в теплопро-
водность с ростом температуры, а также проанализировать зависимо-
сти релаксационных характеристик от ориентаций градиента темпера-
туры относительно осей кристалла, не ограничиваясь моделью ани-
зотропного континуума. Поскольку во всем интервале температур ниже 
максимума теплопроводности доминирует граничное рассеяние фоно-
нов, то пренебрежение эффектом фокусировки может привести к зна-
чительной погрешности при интерпретации экспериментальных дан-
ных для всех упруго анизотропных кристаллов. В виду отсутствия ана-
литических расчетов времен релаксации за последние сорок лет со 
времени опубликования работы [19] не было опубликовано ни одной 
работы, в которой бы анализировались температурные зависимости те-
плопроводности диэлектрических кристаллов с учетом фокусировки 
фононов. В связи с этим представим некоторые детали расчета релак-
сационных функций ),( ϕθλI∆  при диффузном рассеянии фононов на 
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границах для образцов конечной длины с круглым и прямоугольным 
сечениями (см. [20,21]).

Для цилиндрического образца длины L при вычислении контурно-
го интеграла: 
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(2.20). При вычислении интеграла по контуру 1X мы также должны учитывать неравенство 

(2.20). Из выражений (2.21) - (2.23) следует, что теплопроводность образцов конечной длины 

можно представить в виде: 
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Неравенство (2.20) накладывает ограничения на область интегрирования по волновым 

векторам в выражении для поправки к теплопроводности. Поэтому непосредственным 

образом получить аналитические выражения для величин ),( ϕθλI∆ и определить времена 

релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах авторам [19] не удалось. Расчет 

теплопроводности для кубических кристаллов в режиме граничного рассеяния был выполнен 

численным методом только для симметричных направлений при температуре 3 K. 

Для расчета температурных зависимостей теплопроводности в рамках 

релаксационного метода необходимо прежде всего определить времена релаксации фононов 

для всех актуальных процессов рассеяния (включая рассеяние фононов на границах образца) 

и найти полное время релаксации согласно правилу Маттиссена. Это позволит исследовать 

изменение вкладов различных колебательных мод в теплопроводность с ростом 

температуры, а также проанализировать зависимости релаксационных характеристик от 

ориентаций градиента температуры относительно осей кристалла, не ограничиваясь моделью 

анизотропного континуума. Поскольку во всем интервале температур ниже максимума 

теплопроводности доминирует граничное рассеяние фононов, то пренебрежение эффектом 

фокусировки может привести к значительной погрешности при интерпретации 

экспериментальных данных для всех упруго анизотропных кристаллов. В виду отсутствия 

аналитических расчетов времен релаксации за последние сорок лет со времени 

опубликования работы [19] не было опубликовано ни одной работы, в которой бы 

анализировались температурные зависимости теплопроводности диэлектрических 

кристаллов с учетом фокусировки фононов. В связи с этим представим некоторые детали 

расчета релаксационных функций ),( ϕθλI∆ при диффузном рассеянии фононов на границах 

для образцов конечной длины с круглым и прямоугольным сечениями (см. [20,21]).

Для цилиндрического образца длины L при вычислении контурного интеграла: 
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воспользуемся рисунком 2.3 и определим входящие в него величины (см. формулы (2.4): 
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воспользуемся рисунком 2.3 и определим входящие в него величины 
(см. формулы (2.4): 
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(2.20). При вычислении интеграла по контуру 1X мы также должны учитывать неравенство 

(2.20). Из выражений (2.21) - (2.23) следует, что теплопроводность образцов конечной длины 

можно представить в виде: 
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Неравенство (2.20) накладывает ограничения на область интегрирования по волновым 

векторам в выражении для поправки к теплопроводности. Поэтому непосредственным 

образом получить аналитические выражения для величин ),( ϕθλI∆ и определить времена 

релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах авторам [19] не удалось. Расчет 

теплопроводности для кубических кристаллов в режиме граничного рассеяния был выполнен 

численным методом только для симметричных направлений при температуре 3 K. 

Для расчета температурных зависимостей теплопроводности в рамках 

релаксационного метода необходимо прежде всего определить времена релаксации фононов 

для всех актуальных процессов рассеяния (включая рассеяние фононов на границах образца) 

и найти полное время релаксации согласно правилу Маттиссена. Это позволит исследовать 

изменение вкладов различных колебательных мод в теплопроводность с ростом 

температуры, а также проанализировать зависимости релаксационных характеристик от 

ориентаций градиента температуры относительно осей кристалла, не ограничиваясь моделью 

анизотропного континуума. Поскольку во всем интервале температур ниже максимума 

теплопроводности доминирует граничное рассеяние фононов, то пренебрежение эффектом 

фокусировки может привести к значительной погрешности при интерпретации 

экспериментальных данных для всех упруго анизотропных кристаллов. В виду отсутствия 

аналитических расчетов времен релаксации за последние сорок лет со времени 

опубликования работы [19] не было опубликовано ни одной работы, в которой бы 

анализировались температурные зависимости теплопроводности диэлектрических 

кристаллов с учетом фокусировки фононов. В связи с этим представим некоторые детали 

расчета релаксационных функций ),( ϕθλI∆ при диффузном рассеянии фононов на границах 

для образцов конечной длины с круглым и прямоугольным сечениями (см. [20,21]).

Для цилиндрического образца длины L при вычислении контурного интеграла: 
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воспользуемся рисунком 2.3 и определим входящие в него величины (см. формулы (2.4): 
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Подставим выражение (2.4) в неравенство ( ) 2/,13 LX ≥Λ qλ , тогда 
получим: 
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Подставим выражение (2.4) в неравенство ( ) 2/,13 LX ≥Λ qλ , тогда получим: 
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Вычисление интеграла (2.25) с условием (2.27) проводится аналогично рассмотренному 

ранее случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.3) и дает следующий результат 
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При выполнении противоположного неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , тогда 

),(),( ϕθϕθ λλ
∞

= II . Таким образом для функции ),( ϕθλI имеем [20]:
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Из приведенного выше анализа видно, что при аналитическом расчете величины 

),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI для образцов конечной длины с круглым сечением ограничения, 

накладываемые условием (2.20), в выражениях для теплопроводности (2.21) и (2.22) сводятся 

к системе неравенств между геометрическим параметром DLk 20 = и отношениями 

компонент групповой скорости фононов. Поскольку эти неравенства могут быть включены в 

определение релаксационных функций ),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI , то мы получаем возможность 

определить времена релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах образца в 

соответствии с выражением: 
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Время релаксации фононов на границах цилиндрических образцов, как следует из 

выражения (2.29), можно представить в виде кусочно-гладких функций: 
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При выполнении неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , и ),( ϕθτ λ
B определяется 

выражением (2.13) для цилиндрических образцов бесконечной длины. 

                                     (2.27)

Вычисление интеграла (2.25) с условием (2.27) проводится анало-
гично рассмотренному ранее случаю образцов бесконечной длины (см. 
рис 2.3) и дает следующий результат 
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Подставим выражение (2.4) в неравенство ( ) 2/,13 LX ≥Λ qλ , тогда получим: 

.1
4R 3

<⊥
λ

λ
λ

g

g

V
VL=Δ (2.27)

Вычисление интеграла (2.25) с условием (2.27) проводится аналогично рассмотренному 

ранее случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.3) и дает следующий результат 
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При выполнении противоположного неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , тогда 
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Из приведенного выше анализа видно, что при аналитическом расчете величины 

),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI для образцов конечной длины с круглым сечением ограничения, 

накладываемые условием (2.20), в выражениях для теплопроводности (2.21) и (2.22) сводятся 

к системе неравенств между геометрическим параметром DLk 20 = и отношениями 

компонент групповой скорости фононов. Поскольку эти неравенства могут быть включены в 

определение релаксационных функций ),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI , то мы получаем возможность 

определить времена релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах образца в 

соответствии с выражением: 
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Время релаксации фононов на границах цилиндрических образцов, как следует из 

выражения (2.29), можно представить в виде кусочно-гладких функций: 
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При выполнении неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , и ),( ϕθτ λ
B определяется 

выражением (2.13) для цилиндрических образцов бесконечной длины. 

(2.28)

При выполнении противоположного неравенства 
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Подставим выражение (2.4) в неравенство ( ) 2/,13 LX ≥Λ qλ , тогда получим: 
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Вычисление интеграла (2.25) с условием (2.27) проводится аналогично рассмотренному 

ранее случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.3) и дает следующий результат 
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При выполнении противоположного неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , тогда 
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Из приведенного выше анализа видно, что при аналитическом расчете величины 

),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI для образцов конечной длины с круглым сечением ограничения, 

накладываемые условием (2.20), в выражениях для теплопроводности (2.21) и (2.22) сводятся 

к системе неравенств между геометрическим параметром DLk 20 = и отношениями 

компонент групповой скорости фононов. Поскольку эти неравенства могут быть включены в 

определение релаксационных функций ),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI , то мы получаем возможность 

определить времена релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах образца в 

соответствии с выражением: 
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Время релаксации фононов на границах цилиндрических образцов, как следует из 

выражения (2.29), можно представить в виде кусочно-гладких функций: 
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При выполнении неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , и ),( ϕθτ λ
B определяется 

выражением (2.13) для цилиндрических образцов бесконечной длины. 

 ве-
личина 0),( =∆ ϕθλI , тогда ),(),( ϕθϕθ λλ

∞
= II . Таким образом для 

функции ),( ϕθλI  имеем [20]:
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Подставим выражение (2.4) в неравенство ( ) 2/,13 LX ≥Λ qλ , тогда получим: 
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Вычисление интеграла (2.25) с условием (2.27) проводится аналогично рассмотренному 

ранее случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.3) и дает следующий результат 
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При выполнении противоположного неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , тогда 
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Из приведенного выше анализа видно, что при аналитическом расчете величины 

),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI для образцов конечной длины с круглым сечением ограничения, 

накладываемые условием (2.20), в выражениях для теплопроводности (2.21) и (2.22) сводятся 

к системе неравенств между геометрическим параметром DLk 20 = и отношениями 

компонент групповой скорости фононов. Поскольку эти неравенства могут быть включены в 

определение релаксационных функций ),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI , то мы получаем возможность 

определить времена релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах образца в 

соответствии с выражением: 
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Время релаксации фононов на границах цилиндрических образцов, как следует из 

выражения (2.29), можно представить в виде кусочно-гладких функций: 
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При выполнении неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , и ),( ϕθτ λ
B определяется 

выражением (2.13) для цилиндрических образцов бесконечной длины. 

(2.29)

Из приведенного выше анализа видно, что при аналитическом рас-
чете величины ),( ϕθλI∆  и ),( ϕθλI  для образцов конечной длины с 



1052.2. Времена релаксация фононов при диффузном рассеянии 

круглым сечением ограничения, накладываемые условием (2.20), в вы-
ражениях для теплопроводности (2.21) и (2.22) сводятся к системе не-
равенств между геометрическим параметром DLk 20 =  и отношения-
ми компонент групповой скорости фононов. Поскольку эти неравен-
ства могут быть включены в определение релаксационных функций 

),( ϕθλI∆  и ),( ϕθλI , то мы получаем возможность определить време-
на релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах образца 
в соответствии с выражением: 
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Время релаксации фононов на границах цилиндрических образ-
цов, как следует из выражения (2.29), можно представить в виде кусоч-
но-гладких функций: 
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Подставим выражение (2.4) в неравенство ( ) 2/,13 LX ≥Λ qλ , тогда получим: 
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Вычисление интеграла (2.25) с условием (2.27) проводится аналогично рассмотренному 

ранее случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.3) и дает следующий результат 
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При выполнении противоположного неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , тогда 
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Из приведенного выше анализа видно, что при аналитическом расчете величины 

),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI для образцов конечной длины с круглым сечением ограничения, 

накладываемые условием (2.20), в выражениях для теплопроводности (2.21) и (2.22) сводятся 

к системе неравенств между геометрическим параметром DLk 20 = и отношениями 

компонент групповой скорости фононов. Поскольку эти неравенства могут быть включены в 

определение релаксационных функций ),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI , то мы получаем возможность 

определить времена релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах образца в 

соответствии с выражением: 
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Время релаксации фононов на границах цилиндрических образцов, как следует из 

выражения (2.29), можно представить в виде кусочно-гладких функций: 
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При выполнении неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , и ),( ϕθτ λ
B определяется 

выражением (2.13) для цилиндрических образцов бесконечной длины. 

(2.31)

При выполнении неравенства  
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Подставим выражение (2.4) в неравенство ( ) 2/,13 LX ≥Λ qλ , тогда получим: 
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Вычисление интеграла (2.25) с условием (2.27) проводится аналогично рассмотренному 
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( )( ) ( ) ( ) ( ) .1arccos1
3
111),(

2
3),( 2

3
222















 −−






 −−−∆

∞

λλλλλλλλλ ϕθϕθ ΔΔ+ΔΔΔΔΔ+I=I (2.28)

При выполнении противоположного неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , тогда 
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Из приведенного выше анализа видно, что при аналитическом расчете величины 

),( ϕθλI∆ и ),( ϕθλI для образцов конечной длины с круглым сечением ограничения, 
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Время релаксации фононов на границах цилиндрических образцов, как следует из 
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При выполнении неравенства 1),( >ϕθλΔ величина 0),( =∆ ϕθλI , и ),( ϕθτ λ
B определяется 

выражением (2.13) для цилиндрических образцов бесконечной длины. 

 величина 0),( =∆ ϕθλI , 
и ),( ϕθτ λ

B  определяется выражением (2.13) для цилиндрических об-
разцов бесконечной длины. 

Далее рассмотрим кнудсеновское течение фононного газа в образ-
цах длины L c прямоугольным поперечным сечением D×μD. Вычисле-
ние контурного интеграла 
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в этом случае производится аналогично случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.4). 

При интегрировании по контуру по X1 выделим три области «А», «В» и «С» (см. рис. 2.4). 

Следует отметить, что контурные интегралы по 1dX в формулах (2.25) и (2.32) вычисляются 

не по всему прямоугольному контуру, как указано в [19], а захватывают только половину 

его, как и для образцов бесконечной длины. Для область «A» (см. рис. 2.4) из неравенства 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ можно получить следующее ограничение на область интегрирования: 
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Учитывая (2.32) и (2.33), для интеграла по области «А» получим: 
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Из условия 0max >x следует, что в рассматриваемом случае ( µφ <= 12 / gg VVtg ) неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ сводится к следующему соотношению между компонентами групповой 

скорости и геометрическим параметром k0:
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Непосредственный расчет интеграла )(AIλ∆ приводит к результату: 
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Нетрудно убедиться, что при интегрировании по областям «В» и «С» неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ также сводится к выражению (2.35). Непосредственный расчет интегралов 

по областям «В» и «С» дает 
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Просуммируем по всем трем областям и учтем, что λλφ 12 / gg VVtg = . Тогда при выполнении 

неравенств λλ µ 12 gg VV < и 013 / kVV gg ≥λλ получим 

(2.32)

в этом случае производится аналогично случаю образцов бесконечной 
длины (см. рис 2.4). При интегрировании по контуру по X1 выделим три 
области «А», «В» и «С» (см. рис. 2.4). Следует отметить, что контурные 
интегралы по dX1 в формулах (2.25) и (2.32) вычисляются не по всему 
прямоугольному контуру, как указано в [19], а захватывают только по-
ловину его, как и для образцов бесконечной длины. Для области «A» 
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(см. рис. 2.4) из неравенства 2/),( 13 LX ≥Λ qλ  можно получить следую-
щее ограничение на область интегрирования: 
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Учитывая (2.32) и (2.33), для интеграла по области «А» получим: 
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в этом случае производится аналогично случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.4). 
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Учитывая (2.32) и (2.33), для интеграла по области «А» получим: 
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Из условия 0max >x следует, что в рассматриваемом случае ( µφ <= 12 / gg VVtg ) неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ сводится к следующему соотношению между компонентами групповой 
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Нетрудно убедиться, что при интегрировании по областям «В» и «С» неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ также сводится к выражению (2.35). Непосредственный расчет интегралов 

по областям «В» и «С» дает 
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Просуммируем по всем трем областям и учтем, что λλφ 12 / gg VVtg = . Тогда при выполнении 

неравенств λλ µ 12 gg VV < и 013 / kVV gg ≥λλ получим 
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Из условия 0max >x  следует, что в рассматриваемом случае 
(
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в этом случае производится аналогично случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.4). 

При интегрировании по контуру по X1 выделим три области «А», «В» и «С» (см. рис. 2.4). 
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Учитывая (2.32) и (2.33), для интеграла по области «А» получим: 
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Из условия 0max >x следует, что в рассматриваемом случае ( µφ <= 12 / gg VVtg ) неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ сводится к следующему соотношению между компонентами групповой 

скорости и геометрическим параметром k0:
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Нетрудно убедиться, что при интегрировании по областям «В» и «С» неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ также сводится к выражению (2.35). Непосредственный расчет интегралов 

по областям «В» и «С» дает 
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Просуммируем по всем трем областям и учтем, что λλφ 12 / gg VVtg = . Тогда при выполнении 

неравенств λλ µ 12 gg VV < и 013 / kVV gg ≥λλ получим 
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щему соотношению между компонентами групповой скорости и геоме-
трическим параметром k0: 
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в этом случае производится аналогично случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.4). 

При интегрировании по контуру по X1 выделим три области «А», «В» и «С» (см. рис. 2.4). 
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Учитывая (2.32) и (2.33), для интеграла по области «А» получим: 
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Из условия 0max >x следует, что в рассматриваемом случае ( µφ <= 12 / gg VVtg ) неравенство 
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Нетрудно убедиться, что при интегрировании по областям «В» и «С» неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ также сводится к выражению (2.35). Непосредственный расчет интегралов 

по областям «В» и «С» дает 
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Нетрудно убедиться, что при интегрировании по областям «В» и 
«С» неравенство 2/),( 13 LX ≥Λ qλ  также сводится к выражению (2.35). 
Непосредственный расчет интегралов по областям «В» и «С» дает 
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в этом случае производится аналогично случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.4). 
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Учитывая (2.32) и (2.33), для интеграла по области «А» получим: 

∫ 











−⋅
−

⋅=∆
⊥

⊥

max

0

2

3 2/
cos

sin
2
1)(

x

g

g
g

c

dxL
V
VxDV

S
AI λ

λ
λ

λ φ
φ . (2.34)

Из условия 0max >x следует, что в рассматриваемом случае ( µφ <= 12 / gg VVtg ) неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ сводится к следующему соотношению между компонентами групповой 

скорости и геометрическим параметром k0:
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Непосредственный расчет интеграла )(AIλ∆ приводит к результату: 
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Нетрудно убедиться, что при интегрировании по областям «В» и «С» неравенство 

2/),( 13 LX ≥Λ qλ также сводится к выражению (2.35). Непосредственный расчет интегралов 

по областям «В» и «С» дает 
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Просуммируем по всем трем областям и учтем, что λλφ 12 / gg VVtg = . Тогда при выполнении 

неравенств λλ µ 12 gg VV < и 013 / kVV gg ≥λλ получим 
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в этом случае производится аналогично случаю образцов бесконечной длины (см. рис 2.4). 
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Просуммируем по всем трем областям и учтем, что λλφ 12 / gg VVtg = . Тогда при выполнении 

неравенств λλ µ 12 gg VV < и 013 / kVV gg ≥λλ получим 
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При выполнении неравенств µλλ // 023 kVV gg < и λλ µ 12 gg VV < выражение для ),( ϕθλI ) в 

точности совпадает с (2.38). Если ( 013 / kVV gg <λλ и λλ µ 12 gg VV < ) или ( µλλ // 023 kVV gg < и 

λλ µ 12 gg VV > ), то ),( ϕθλI∆ =0, и функции ),( ϕθλI определяются выражениями (2.9) и (2.10), 

полученными ранее для образцов бесконечной длины [19]. Для того, чтобы перейти к 

образцам с квадратным сечением, достаточно в формулах (2.9), (2.10) и (2.38) положить μ =1.

Из приведенного выше анализа видно (см. формулы (2.38)), что при аналитическом 

расчете ограничения, накладываемые условием (2.20), для образцов конечной длины с 

прямоугольным сечениями также могут быть включены в определение функций ),( ϕθλI∆ и 

),( ϕθλI . Поэтому мы получаем возможность определить времена релаксации фононов 

различных поляризаций при диффузном рассеянии на границах образцов с прямоугольным 

сечением в виде кусочно-гладких функций для различных интервалов углов θ и ϕ .

Выражения для них имеют следующий вид [21]:
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Для того чтобы перейти к образцам с квадратным сечением, достаточно в формуле (2.39) 

положить μ = 1. Итак, при диффузном рассеянии на границах для образцов конечной длины с 

круглым и прямоугольным сечениями времена релаксации фононов определяются кусочно-

гладкими функциями для различных интервалов углов θ и ϕ , которые зависят от 

соотношений между компонентами групповых скоростей фононов и геометрическими 

параметрами образцов.

Выражения для длин свободного пробега Λ и соответствующих величин для каждой 

из ветвей фононного спектра λΛ для образцов конечной длины находятся аналогично 

случаю образцов бесконечной длины (см. раздел 2.1). В результате получим 
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При выполнении неравенств µλλ // 023 kVV gg <  и λλ µ 12 gg VV <  выра-

жение для ),( ϕθλI ) в точности совпадает с (2.38). Если ( 013 / kVV gg <λλ  
и λλ µ 12 gg VV < ) или ( µλλ // 023 kVV gg <  и λλ µ 12 gg VV > ), то ),( ϕθλI∆ =0,  
и функции ),( ϕθλI  определяются выражениями (2.9) и (2.10), полу-
ченными ранее для образцов бесконечной длины [19]. Для того, чтобы 
перейти к образцам с квадратным сечением, достаточно в формулах 
(2.9), (2.10) и (2.38) положить μ =1.

Из приведенного выше анализа видно (см. формулы (2.38)), что 
при аналитическом расчете ограничения, накладываемые условием 
(2.20), для образцов конечной длины с прямоугольным сечениями так-
же могут быть включены в определение функций ),( ϕθλI∆  и ),( ϕθλI . 
Поэтому мы получаем возможность определить времена релаксации 
фононов различных поляризаций при диффузном рассеянии на грани-
цах образцов с прямоугольным сечением в виде кусочно-гладких функ-
ций для различных интервалов углов θ  и ϕ . Выражения для них име-
ют следующий вид [21]:
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Для того чтобы перейти к образцам с квадратным сечением, достаточно в формуле (2.39) 

положить μ = 1. Итак, при диффузном рассеянии на границах для образцов конечной длины с 

круглым и прямоугольным сечениями времена релаксации фононов определяются кусочно-

гладкими функциями для различных интервалов углов θ и ϕ , которые зависят от 

соотношений между компонентами групповых скоростей фононов и геометрическими 

параметрами образцов.

Выражения для длин свободного пробега Λ и соответствующих величин для каждой 

из ветвей фононного спектра λΛ для образцов конечной длины находятся аналогично 

случаю образцов бесконечной длины (см. раздел 2.1). В результате получим 
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(2.39)

Для того чтобы перейти к образцам с квадратным сечением, доста-
точно в формуле (2.39) положить μ = 1. Итак, при диффузном рассея-
нии на границах для образцов конечной длины с круглым и прямоу-
гольным сечениями времена релаксации фононов определяются кусоч-
но-гладкими функциями для различных интервалов углов θ  и ϕ , кото-
рые зависят от соотношений между компонентами групповых скоро-
стей фононов и геометрическими параметрами образцов.

Выражения для длин свободного пробега Λ и соответствующих ве-
личин для каждой из ветвей фононного спектра λΛ  для образцов ко-



108 Глава 2. Времена релаксации фононов при диффузном рассеянии 

нечной длины находятся аналогично случаю образцов бесконечной 
длины (см. раздел 2.1). В результате получим 
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Для того чтобы перейти к образцам с квадратным сечением, достаточно в формуле (2.39) 

положить μ = 1. Итак, при диффузном рассеянии на границах для образцов конечной длины с 

круглым и прямоугольным сечениями времена релаксации фононов определяются кусочно-

гладкими функциями для различных интервалов углов θ и ϕ , которые зависят от 
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где релаксационные функции ),( ϕθλI для образцов длины L c круглым, квадратным и 

прямоугольным сечениями определяются формулами (2.5), (2.9), (2.10) и (2.38). Как и в 

случае образцов бесконечной длины, для граничного рассеяния в модели анизотропного 

континуума они выражаются через двукратный угловой интеграл.

Из формул (2.39) и (2.40) следует, что коэффициенты теплопроводности 

DTT /)()(~ κκ = и, соответственно, длины свободного пробега DDWL /),,(~ Λ=Λ ,

нормированные на толщину пленки D, зависят не от трех геометрических параметров 

образца (D, W и L), а только от двух отношений: параметров μ=W/D и k0=L/2D:

),(~),,(,),,(~),,,( 00 µµκκ kDDWLkTDDWLT Λ⋅=Λ= . (2.42)

Очевидно, что для образцов с квадратным сечением длины пробега фононов, нормированные 

на сторону сечения D, зависят только от параметра k0

)(~),,( 0kDDDL Λ⋅=Λ . (2.43)

Формулы (2.42) и (2.43) представляют интерес для экспериментальной проверки 

применимости нашей теории при исследовании фононного транспорта в упруго 

анизотропных кристаллах.

2.3. Анизотропия длин свободного пробега фононов в образцах 
кремния с круглым и квадратным сечениями при низких 
температурах.

Рассмотрим фононный транспорт в объемных образцах кремния при температурах, 

гораздо меньших температуры Дебая (T<<TD), когда доминирует рассеяние фононов на 

границах. Сравним результаты расчета в модели анизотропного континуума с 

экспериментальными данными [19] для симметричных направлений. Из газокинетической 

формулы для теплопроводности Λ= SCV3/1κ следует, что анизотропия теплопроводности 

определяется длиной свободного пробега фононов Λ, поскольку удельная теплоемкость CV и 

средняя скорость фонона S не зависят от направления потока тепла. Проанализируем 

сначала длины свободного пробега фононов в модели изотропной среды и убедимся, что в 

предельных случаях образцов бесконечной длины из наших формул (2.5), (2.9) и (2.10) 

следуют известные результаты для длин Казимира ∞Λ=ΛC .

    (2.41)

где релаксационные функции ),( ϕθλI  для образцов длины L c кру-
глым, квадратным и прямоугольным сечениями определяются форму-
лами (2.5), (2.9), (2.10) и (2.38). Как и в случае образцов бесконечной 
длины, для граничного рассеяния в модели анизотропного континуума 
они выражаются через двукратный угловой интеграл.

Из формул (2.39) и (2.40) следует, что коэффициенты теплопрово-
дности DTT /)()(~ κκ =  и, соответственно, длины свободного пробега 

DDWL /),,(~ Λ=Λ , нормированные на толщину пленки D, зависят не от 
трех геометрических параметров образца (D, W и L), а только от двух 
отношений: параметров μ=W/D и k0=L/2D:

),(~),,(,),,(~),,,( 00 µµκκ kDDWLkTDDWLT Λ⋅=Λ= .       (2.42)

Очевидно, что для образцов с квадратным сечением длины пробе-
га фононов, нормированные на сторону сечения D, зависят только от 
параметра k0 

)(~),,( 0kDDDL Λ⋅=Λ .                               (2.43)

Формулы (2.42) и (2.43) представляют интерес для эксперимен-
тальной проверки применимости нашей теории при исследовании фо-
нонного транспорта в упруго анизотропных кристаллах.
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кВАдРАТным сеченИямИ ПРИ нИзкИх ТемПеРАТуРАх

Рассмотрим фононный транспорт в объемных образцах кремния 
при температурах, гораздо меньших температуры Дебая (T<<TD), когда 
доминирует рассеяние фононов на границах. Сравним результаты рас-
чета в модели анизотропного континуума с экспериментальными дан-
ными [19] для симметричных направлений. Из газокинетической фор-
мулы для теплопроводности Λ= SCV3/1κ  следует, что анизотропия 
теплопроводности определяется длиной свободного пробега фононов 
Λ, поскольку удельная теплоемкость CV и средняя скорость фонона S  
не зависят от направления потока тепла. Проанализируем сначала дли-
ны свободного пробега фононов в модели изотропной среды и убедим-
ся, что в предельных случаях образцов бесконечной длины из наших 
формул (2.5), (2.9) и (2.10) следуют известные результаты для длин Ка-
зимира ∞Λ=ΛC . 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS  не зависят от 
углов θ  и ϕ , а направления фазовой и групповой скоростей совпадают
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В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ , а 

направления фазовой и групповой скоростей совпадают igi nSV λλ = где n = q/q =

{ }θϕθϕθ cos,sinsin,cossin - единичный волновой вектор. Поэтому из формул (2.40) -

(2.41) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций равны друг другу и 

средней длине пробега:
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Для образцов с круглым сечением диаметром D=2R и длиной L релаксационные функции 
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Для стержней бесконечной длины с круглым сечением релаксационная функция ),(~ ϕθI

определяется выражением (2.45). Подстановка формулы (2.45) в выражение (2.44) дает:
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Таким образом для диэлектрического стержня бесконечной длины с круглым сечением мы 

получили результат Казимира [13]: длина свободного пробега фононов равна его диаметру.

Для образцов с квадратным сечением со стороной D и длиной L релаксационные 

функции (2.9), (2.10) и (2.38) преобразуются к виду:
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Подставим формулу (2.48) в выражение (2.44) для длины Казимира в образцах с квадратным 

сечением, тогда получим известный результат (см., например, [9]): 
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Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в изотропных средах не 

зависят от упругих модулей, а определяются полностью геометрическими размерами 

образцов. Однако в упруго анизотропных кристаллах длины пробега различны для фононов 

, где n = q/q = { }θϕθϕθ cos,sinsin,cossin  ‒ единичный 
волновой вектор. Поэтому из формул (2.40) ‒ (2.41) следует, что длины 
пробега фононов различных поляризаций равны друг другу и средней 
длине пробега:
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Для образцов с круглым сечением диаметром D=2R и длиной L релаксационные функции 
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Для стержней бесконечной длины с круглым сечением релаксационная функция ),(~ ϕθI

определяется выражением (2.45). Подстановка формулы (2.45) в выражение (2.44) дает:
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Таким образом для диэлектрического стержня бесконечной длины с круглым сечением мы 

получили результат Казимира [13]: длина свободного пробега фононов равна его диаметру.

Для образцов с квадратным сечением со стороной D и длиной L релаксационные 

функции (2.9), (2.10) и (2.38) преобразуются к виду:
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Подставим формулу (2.48) в выражение (2.44) для длины Казимира в образцах с квадратным 

сечением, тогда получим известный результат (см., например, [9]): 
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Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в изотропных средах не 

зависят от упругих модулей, а определяются полностью геометрическими размерами 

образцов. Однако в упруго анизотропных кристаллах длины пробега различны для фононов 

.(2.44)

Для образцов с круглым сечением диаметром D=2R и длиной L 
релаксационные функции ),(~ ϕθI  преобразуются к виду:
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{ }θϕθϕθ cos,sinsin,cossin - единичный волновой вектор. Поэтому из формул (2.40) -

(2.41) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций равны друг другу и 
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Для образцов с круглым сечением диаметром D=2R и длиной L релаксационные функции 
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Для стержней бесконечной длины с круглым сечением релаксационная функция ),(~ ϕθI

определяется выражением (2.45). Подстановка формулы (2.45) в выражение (2.44) дает:
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Таким образом для диэлектрического стержня бесконечной длины с круглым сечением мы 

получили результат Казимира [13]: длина свободного пробега фононов равна его диаметру.

Для образцов с квадратным сечением со стороной D и длиной L релаксационные 

функции (2.9), (2.10) и (2.38) преобразуются к виду:
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Подставим формулу (2.48) в выражение (2.44) для длины Казимира в образцах с квадратным 

сечением, тогда получим известный результат (см., например, [9]): 

( )[ ] DDddD
C 115.11212ln3

2cos
sin

cos
3cos 2

4/

00

2 ≅+−+=







−=Λ ∫∫ ϕ

ϕ
ϕ

ϕθθ
π

ππ
. (2.50)

Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в изотропных средах не 

зависят от упругих модулей, а определяются полностью геометрическими размерами 

образцов. Однако в упруго анизотропных кристаллах длины пробега различны для фононов 

                (2.45)
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Для образцов с круглым сечением диаметром D=2R и длиной L релаксационные функции 

),(~ ϕθI преобразуются к виду:

θ
θ
θ

π
θ tgL=ΔприI

4R
,1,

sin
cos

3
4)(~

2

∆≥= , (2.45)

( ) ( ) ( ) 1,1arccos1
3
111

2
31

sin
cos

3
4)(~ 2

3
222

2

<












 −−−−−− ΔприΔΔ+ΔΔΔΔΔ+=I

θ
θ

π
θ . (2.46)

Для стержней бесконечной длины с круглым сечением релаксационная функция ),(~ ϕθI

определяется выражением (2.45). Подстановка формулы (2.45) в выражение (2.44) дает:
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Таким образом для диэлектрического стержня бесконечной длины с круглым сечением мы 

получили результат Казимира [13]: длина свободного пробега фононов равна его диаметру.

Для образцов с квадратным сечением со стороной D и длиной L релаксационные 

функции (2.9), (2.10) и (2.38) преобразуются к виду:
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Подставим формулу (2.48) в выражение (2.44) для длины Казимира в образцах с квадратным 

сечением, тогда получим известный результат (см., например, [9]): 

( )[ ] DDddD
C 115.11212ln3

2cos
sin

cos
3cos 2

4/

00

2 ≅+−+=







−=Λ ∫∫ ϕ

ϕ
ϕ

ϕθθ
π

ππ
. (2.50)

Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в изотропных средах не 

зависят от упругих модулей, а определяются полностью геометрическими размерами 

образцов. Однако в упруго анизотропных кристаллах длины пробега различны для фононов 
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Для образцов с круглым сечением диаметром D=2R и длиной L релаксационные функции 
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Для стержней бесконечной длины с круглым сечением релаксационная функция ),(~ ϕθI

определяется выражением (2.45). Подстановка формулы (2.45) в выражение (2.44) дает:
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Таким образом для диэлектрического стержня бесконечной длины с круглым сечением мы 

получили результат Казимира [13]: длина свободного пробега фононов равна его диаметру.

Для образцов с квадратным сечением со стороной D и длиной L релаксационные 

функции (2.9), (2.10) и (2.38) преобразуются к виду:
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Подставим формулу (2.48) в выражение (2.44) для длины Казимира в образцах с квадратным 

сечением, тогда получим известный результат (см., например, [9]): 
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Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в изотропных средах не 

зависят от упругих модулей, а определяются полностью геометрическими размерами 

образцов. Однако в упруго анизотропных кристаллах длины пробега различны для фононов 

 (2.46)
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Для стержней бесконечной длины с круглым сечением релаксаци-
онная функция ),(~ ϕθI  определяется выражением (2.45). Подстановка 
формулы (2.45) в выражение (2.44) дает:
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Таким образом для диэлектрического стержня бесконечной длины 
с круглым сечением мы получили результат Казимира [13]: длина сво-
бодного пробега фононов равна его диаметру.

Для образцов с квадратным сечением со стороной D и длиной L 
релаксационные функции (2.9), (2.10) и (2.38) преобразуются к виду:
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В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ , а 

направления фазовой и групповой скоростей совпадают igi nSV λλ = где n = q/q =

{ }θϕθϕθ cos,sinsin,cossin - единичный волновой вектор. Поэтому из формул (2.40) -

(2.41) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций равны друг другу и 

средней длине пробега:
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Для образцов с круглым сечением диаметром D=2R и длиной L релаксационные функции 
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Для стержней бесконечной длины с круглым сечением релаксационная функция ),(~ ϕθI
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Таким образом для диэлектрического стержня бесконечной длины с круглым сечением мы 

получили результат Казимира [13]: длина свободного пробега фононов равна его диаметру.
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Подставим формулу (2.48) в выражение (2.44) для длины Казимира в образцах с квадратным 

сечением, тогда получим известный результат (см., например, [9]): 
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Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в изотропных средах не 

зависят от упругих модулей, а определяются полностью геометрическими размерами 

образцов. Однако в упруго анизотропных кристаллах длины пробега различны для фононов 

 (2.48)

92

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ , а 

направления фазовой и групповой скоростей совпадают igi nSV λλ = где n = q/q =

{ }θϕθϕθ cos,sinsin,cossin - единичный волновой вектор. Поэтому из формул (2.40) -

(2.41) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций равны друг другу и 

средней длине пробега:

D
DS
I

IIdD q
tL /~,

),(
),(~,),(~

4
3== Λ=Λ=Ω⋅ΛΛ=Λ ∫ λ

λ ϕθ
ϕθϕθ

π
. (2.44)

Для образцов с круглым сечением диаметром D=2R и длиной L релаксационные функции 

),(~ ϕθI преобразуются к виду:

θ
θ
θ

π
θ tgL=ΔприI

4R
,1,

sin
cos

3
4)(~

2

∆≥= , (2.45)

( ) ( ) ( ) 1,1arccos1
3
111

2
31

sin
cos

3
4)(~ 2

3
222

2

<












 −−−−−− ΔприΔΔ+ΔΔΔΔΔ+=I

θ
θ

π
θ . (2.46)

Для стержней бесконечной длины с круглым сечением релаксационная функция ),(~ ϕθI

определяется выражением (2.45). Подстановка формулы (2.45) в выражение (2.44) дает:

RdRC 2
sin

cos
3
4)(cos2

4
32

21

1

=⋅⋅=Λ=Λ ∫
−

∞ θ
θ

π
θπ

π
. (2.47)
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( )[ ] DDddD
C 115.11212ln3

2cos
sin

cos
3cos 2

4/

00

2 ≅+−+=







−=Λ ∫∫ ϕ

ϕ
ϕ

ϕθθ
π

ππ
. (2.50)

Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в изотропных средах не 

зависят от упругих модулей, а определяются полностью геометрическими размерами 
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Таким образом для диэлектрического стержня бесконечной длины с круглым сечением мы 
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Подставим формулу (2.48) в выражение (2.44) для длины Казимира в образцах с квадратным 
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Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в изотропных средах не 

зависят от упругих модулей, а определяются полностью геометрическими размерами 

образцов. Однако в упруго анизотропных кристаллах длины пробега различны для фононов 

.(2.50)

Из выражений (2.44)-(2.50) следует, что длины пробега фононов в 
изотропных средах не зависят от упругих модулей, а определяются 
полностью геометрическими размерами образцов. Однако в упруго 
анизотропных кристаллах длины пробега различны для фононов раз-
ных поляризаций и зависят не только от геометрических параметров 
образцов, но и от направления теплового потока в кристалле. Поэтому 
результаты, полученные для изотропных сред, могут быть использова-
ны в качестве удобной системы сравнения для зависимостей длин про-
бега фононов различных колебательных мод в упруго анизотропных 
кристаллах.



1112.3. Анизотропия длин свободного пробега фононов в образцах кремния 

Проанализируем угловые зависимости длин свободного пробега 
фононов при рассеянии на границах для образцов кремния с круглым и 
квадратным сечениями при низких температурах. Спектр и групповые 
скорости фононов определим в системе координат по ребрам куба. Рас-
смотрим вращение потока тепла (оси образца) в двух плоскостях: (1) в 
плоскости грани куба YZ; и (2) в диагональной плоскости. Пусть угол 
ψ задает отклонение потока тепла от оси Z, направленной по ребру 
куба. Определим систему координат с осью «3» вдоль направления те-
плового потока.
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разных поляризаций и зависят не только от геометрических параметров образцов, но и от 
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ребрам куба. Рассмотрим вращение потока тепла (оси образца) в двух плоскостях: (1) в 

плоскости грани куба YZ; и (2) в диагональной плоскости. Пусть угол ψ задает отклонение 

потока тепла от оси Z, направленной по ребру куба. Определим систему координат с осью 

«3» вдоль направления теплового потока.

(1) { } { } ψψψψ λλλ cossin,cos,sin,0,0, 3 gzgygrzxr VVVTTTT +−=−∇=∇∇=∇ , (2.51)

(2) { } { } ( ) ψψψψψ λλλλ cos2/sin,cos,2/sin,2/sin,, 3 gzgygxgrzyxr VVVVTTTTT ++−=−∇=∇∇∇=∇ . (2.52)

Зависимости ( )ψBΛ от угла ψ будут определяться зависимостями компонент групповой 

скорости фононов λλλ
321 и, ggg VVV , входящих в релаксационные функции ),( ϕθλI . Для 

цилиндрических образцов достаточно задать компоненту групповой скорости фононов,

параллельную тепловому потоку. Для рассматриваемых случаев вращения градиента 

температуры в плоскости грани куба или диагональной плоскости имеем

(1) ( ) ( )23
2

3 ,cossin λλλλλλ ψψ ggggzgyg VV=VVVV −+−= ⊥ , (2.53)

(2) ( ) ψψ λλλλ cos2/sin3 gzgygxg VVVV ++−= .

Компоненты групповой скорости фононов в декартовой системе координат имеют вид

{ }ϕϕθϕθϕθϕθ λ
ϕ

λ
θ

λλ sincoscoscossin),(),(V SSSgx −+= , (2.54)

{ }ϕϕθϕθϕθϕθ λ
ϕ

λ
θ

λλ cossincossinsin),(),(V SSSgy ++= ,

{ }θθϕθϕθ λ
θ

λλ sincos),(),(V SSgz −= .

Для образцов с квадратным сечением величина теплопроводности зависит также от 

ориентации боковых граней. Для анализа угловых зависимостей выберем ориентацию граней 

следующим образом. В случае вращения градиента температур в плоскости грани куба YZ

ось X остается стационарной, поэтому одну из боковых граней возьмем перпендикулярной 

оси X: λλ
gxg VV =1 . В качестве направления λ

2gV возьмем ось, лежащую в плоскости YZ и 

перпендикулярную градиенту температуры

(2.51)
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следующим образом. В случае вращения градиента температур в плоскости грани куба YZ
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gxg VV =1 . В качестве направления λ

2gV возьмем ось, лежащую в плоскости YZ и 

перпендикулярную градиенту температуры

93

разных поляризаций и зависят не только от геометрических параметров образцов, но и от 

направления теплового потока в кристалле. Поэтому результаты, полученные для 

изотропных сред, могут быть использованы в качестве удобной системы сравнения для 

зависимостей длин пробега фононов различных колебательных мод в упруго анизотропных 

кристаллах.

Проанализируем угловые зависимости длин свободного пробега фононов при 

рассеянии на границах для образцов кремния с круглым и квадратным сечениями при низких 

температурах. Спектр и групповые скорости фононов определим в системе координат по 

ребрам куба. Рассмотрим вращение потока тепла (оси образца) в двух плоскостях: (1) в 

плоскости грани куба YZ; и (2) в диагональной плоскости. Пусть угол ψ задает отклонение 

потока тепла от оси Z, направленной по ребру куба. Определим систему координат с осью 
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следующим образом. В случае вращения градиента температур в плоскости грани куба YZ

ось X остается стационарной, поэтому одну из боковых граней возьмем перпендикулярной 
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координат имеют вид
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{ }ϕϕθϕθϕθϕθ λ
ϕ

λ
θ

λλ sincoscoscossin),(),(V SSSgx −+= , (2.54)

{ }ϕϕθϕθϕθϕθ λ
ϕ

λ
θ

λλ cossincossinsin),(),(V SSSgy ++= ,

{ }θθϕθϕθ λ
θ

λλ sincos),(),(V SSgz −= .

Для образцов с квадратным сечением величина теплопроводности зависит также от 

ориентации боковых граней. Для анализа угловых зависимостей выберем ориентацию граней 

следующим образом. В случае вращения градиента температур в плоскости грани куба YZ

ось X остается стационарной, поэтому одну из боковых граней возьмем перпендикулярной 

оси X: λλ
gxg VV =1 . В качестве направления λ

2gV возьмем ось, лежащую в плоскости YZ и 

перпендикулярную градиенту температуры

93

разных поляризаций и зависят не только от геометрических параметров образцов, но и от 

направления теплового потока в кристалле. Поэтому результаты, полученные для 

изотропных сред, могут быть использованы в качестве удобной системы сравнения для 

зависимостей длин пробега фононов различных колебательных мод в упруго анизотропных 

кристаллах.

Проанализируем угловые зависимости длин свободного пробега фононов при 

рассеянии на границах для образцов кремния с круглым и квадратным сечениями при низких 

температурах. Спектр и групповые скорости фононов определим в системе координат по 

ребрам куба. Рассмотрим вращение потока тепла (оси образца) в двух плоскостях: (1) в 

плоскости грани куба YZ; и (2) в диагональной плоскости. Пусть угол ψ задает отклонение 

потока тепла от оси Z, направленной по ребру куба. Определим систему координат с осью 

«3» вдоль направления теплового потока.

(1) { } { } ψψψψ λλλ cossin,cos,sin,0,0, 3 gzgygrzxr VVVTTTT +−=−∇=∇∇=∇ , (2.51)
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Зависимости ( )ψBΛ от угла ψ будут определяться зависимостями компонент групповой 

скорости фононов λλλ
321 и, ggg VVV , входящих в релаксационные функции ),( ϕθλI . Для 

цилиндрических образцов достаточно задать компоненту групповой скорости фононов,

параллельную тепловому потоку. Для рассматриваемых случаев вращения градиента 

температуры в плоскости грани куба или диагональной плоскости имеем

(1) ( ) ( )23
2

3 ,cossin λλλλλλ ψψ ggggzgyg VV=VVVV −+−= ⊥ , (2.53)
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{ }ϕϕθϕθϕθϕθ λ
ϕ

λ
θ

λλ sincoscoscossin),(),(V SSSgx −+= , (2.54)

{ }ϕϕθϕθϕθϕθ λ
ϕ

λ
θ

λλ cossincossinsin),(),(V SSSgy ++= ,

{ }θθϕθϕθ λ
θ

λλ sincos),(),(V SSgz −= .

Для образцов с квадратным сечением величина теплопроводности зависит также от 

ориентации боковых граней. Для анализа угловых зависимостей выберем ориентацию граней 

следующим образом. В случае вращения градиента температур в плоскости грани куба YZ

ось X остается стационарной, поэтому одну из боковых граней возьмем перпендикулярной 

оси X: λλ
gxg VV =1 . В качестве направления λ

2gV возьмем ось, лежащую в плоскости YZ и 

перпендикулярную градиенту температуры

     (2.54)
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(2) { } { } ( ) ψψψψψ λλλλ cos2/sin,cos,2/sin,2/sin,, 3 gzgygxgrzyxr VVVVTTTTT ++−=−∇=∇∇∇=∇ . (2.52)

Зависимости ( )ψBΛ от угла ψ будут определяться зависимостями компонент групповой 

скорости фононов λλλ
321 и, ggg VVV , входящих в релаксационные функции ),( ϕθλI . Для 

цилиндрических образцов достаточно задать компоненту групповой скорости фононов,

параллельную тепловому потоку. Для рассматриваемых случаев вращения градиента 

температуры в плоскости грани куба или диагональной плоскости имеем

(1) ( ) ( )23
2

3 ,cossin λλλλλλ ψψ ggggzgyg VV=VVVV −+−= ⊥ , (2.53)

(2) ( ) ψψ λλλλ cos2/sin3 gzgygxg VVVV ++−= .

Компоненты групповой скорости фононов в декартовой системе координат имеют вид

{ }ϕϕθϕθϕθϕθ λ
ϕ

λ
θ

λλ sincoscoscossin),(),(V SSSgx −+= , (2.54)

{ }ϕϕθϕθϕθϕθ λ
ϕ

λ
θ

λλ cossincossinsin),(),(V SSSgy ++= ,

{ }θθϕθϕθ λ
θ

λλ sincos),(),(V SSgz −= .

Для образцов с квадратным сечением величина теплопроводности зависит также от 

ориентации боковых граней. Для анализа угловых зависимостей выберем ориентацию граней 

следующим образом. В случае вращения градиента температур в плоскости грани куба YZ

ось X остается стационарной, поэтому одну из боковых граней возьмем перпендикулярной 

оси X: λλ
gxg VV =1 . В качестве направления λ

2gV возьмем ось, лежащую в плоскости YZ и 

перпендикулярную градиенту температуры

. В качестве направления λ
2gV  возьмем 

ось, лежащую в плоскости YZ и перпендикулярную градиенту темпе-
ратуры
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ψψ λλλ sincos2 gzgyg VVV += . (2.55)

В случае вращения градиента температуры в диагональной плоскости стационарной осью 

является направление [110], перпендикулярное этой плоскости. Поэтому выберем его в 

качестве направления λ
1gV

( ) 2/1
λλλ
gygxg VVV += . (2.56)

В качестве направления λ
2gV выберем ось, лежащую в диагональной плоскости и 

перпендикулярную градиенту температур

( ) ψψ λλλλ sin2/cos2 gzgygxg VVVV −+−= . (2.57)

Проанализируем угловые зависимости длин Казимира для образцов с круглым и 

квадратным сечениями, рассчитанные по формулам (2.17) и (2.19). При равенстве площадей 

квадратного и круглого сечений ( 22 RD π= ), нормируем длины Казимира CΛ на сторону 

основания D для образца с квадратным сечением ( DCC /)()(~ ψψ Λ=Λ ) и на Rπ для образца 

с круглым сечением радиуса R ( RCC πψψ /)()(~ Λ=Λ ). В этом случае отличие угловых 

зависимостей длин свободного пробега )(~ ψCΛ для образцов с круглым и квадратным 

сечением не превышает 1%. Для рассматриваемых случаев максимальное отклонение длин 

свободного пробега фононов )(~ ψλ
CΛ не превышает 1.6% для быстрой поперечной моды. В 

масштабе рисунка 2.5 эти кривые не различимы. Поэтому рисунок 2.5 относится фактически 

к образцам бесконечной длины, как с круглым, так и с квадратным сечениями.

Как видно из рисунка 2.5a, в окрестности направлений [100] при углах 

2/06.0 πψ n+±= (n – целое число) для медленной поперечной моды длины Казимира 

достигают максимальных значений. Они в 2 раза больше значений 1t
CΛ для быстрой 

поперечной моды и в 3 раза больше, чем L
CΛ для продольных фононов. При переходе к 

направлениям [110] ситуация меняется: длины Казимира медленной поперечной моды 

уменьшаются в 3 раза и принимают минимальные значения. В направлениях [110] длины 

Казимира для быстрой поперечной моды достигают максимальнх значений. Они в 2.8 и 1.6 

раза больше, чем для медленных поперечных и продольных фононов, соответственно. Для 

направлений [111] максимальные значения длины Казимира достигают для продольных 

фононов. В этих направлениях они в 1.8 и 1.1 раза больше, чем для быстрых и медленных 

поперечных фононов, соответственно (см. рис. 2.5б). Для симметричных направлений 

отношение средних длин Казимира составляет 1:1.2:1.74:: [111][110][100] =ΛΛΛ CCC . Из сравнения 

результатов, полученных для кристаллов кремния и модели изотропной среды видно, что в

                                (2.55)

В случае вращения градиента температуры в диагональной плоско-
сти стационарной осью является направление [110], перпендикулярное 
этой плоскости. Поэтому выберем его в качестве направления λ

1gV  
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В случае вращения градиента температуры в диагональной плоскости стационарной осью 

является направление [110], перпендикулярное этой плоскости. Поэтому выберем его в 

качестве направления λ
1gV

( ) 2/1
λλλ
gygxg VVV += . (2.56)

В качестве направления λ
2gV выберем ось, лежащую в диагональной плоскости и 

перпендикулярную градиенту температур

( ) ψψ λλλλ sin2/cos2 gzgygxg VVVV −+−= . (2.57)

Проанализируем угловые зависимости длин Казимира для образцов с круглым и 

квадратным сечениями, рассчитанные по формулам (2.17) и (2.19). При равенстве площадей 

квадратного и круглого сечений ( 22 RD π= ), нормируем длины Казимира CΛ на сторону 

основания D для образца с квадратным сечением ( DCC /)()(~ ψψ Λ=Λ ) и на Rπ для образца 

с круглым сечением радиуса R ( RCC πψψ /)()(~ Λ=Λ ). В этом случае отличие угловых 

зависимостей длин свободного пробега )(~ ψCΛ для образцов с круглым и квадратным 

сечением не превышает 1%. Для рассматриваемых случаев максимальное отклонение длин 

свободного пробега фононов )(~ ψλ
CΛ не превышает 1.6% для быстрой поперечной моды. В 

масштабе рисунка 2.5 эти кривые не различимы. Поэтому рисунок 2.5 относится фактически 

к образцам бесконечной длины, как с круглым, так и с квадратным сечениями.

Как видно из рисунка 2.5a, в окрестности направлений [100] при углах 

2/06.0 πψ n+±= (n – целое число) для медленной поперечной моды длины Казимира 

достигают максимальных значений. Они в 2 раза больше значений 1t
CΛ для быстрой 

поперечной моды и в 3 раза больше, чем L
CΛ для продольных фононов. При переходе к 

направлениям [110] ситуация меняется: длины Казимира медленной поперечной моды 

уменьшаются в 3 раза и принимают минимальные значения. В направлениях [110] длины 

Казимира для быстрой поперечной моды достигают максимальнх значений. Они в 2.8 и 1.6 

раза больше, чем для медленных поперечных и продольных фононов, соответственно. Для 

направлений [111] максимальные значения длины Казимира достигают для продольных 

фононов. В этих направлениях они в 1.8 и 1.1 раза больше, чем для быстрых и медленных 

поперечных фононов, соответственно (см. рис. 2.5б). Для симметричных направлений 

отношение средних длин Казимира составляет 1:1.2:1.74:: [111][110][100] =ΛΛΛ CCC . Из сравнения 

результатов, полученных для кристаллов кремния и модели изотропной среды видно, что в

                                   (2.56)

В качестве направления λ
2gV  выберем ось, лежащую в диагональ-

ной плоскости и перпендикулярную градиенту температур
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В случае вращения градиента температуры в диагональной плоскости стационарной осью 

является направление [110], перпендикулярное этой плоскости. Поэтому выберем его в 
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Проанализируем угловые зависимости длин Казимира для образцов с круглым и 
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квадратного и круглого сечений ( 22 RD π= ), нормируем длины Казимира CΛ на сторону 
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сечением не превышает 1%. Для рассматриваемых случаев максимальное отклонение длин 

свободного пробега фононов )(~ ψλ
CΛ не превышает 1.6% для быстрой поперечной моды. В 

масштабе рисунка 2.5 эти кривые не различимы. Поэтому рисунок 2.5 относится фактически 

к образцам бесконечной длины, как с круглым, так и с квадратным сечениями.

Как видно из рисунка 2.5a, в окрестности направлений [100] при углах 

2/06.0 πψ n+±= (n – целое число) для медленной поперечной моды длины Казимира 

достигают максимальных значений. Они в 2 раза больше значений 1t
CΛ для быстрой 

поперечной моды и в 3 раза больше, чем L
CΛ для продольных фононов. При переходе к 

направлениям [110] ситуация меняется: длины Казимира медленной поперечной моды 

уменьшаются в 3 раза и принимают минимальные значения. В направлениях [110] длины 

Казимира для быстрой поперечной моды достигают максимальнх значений. Они в 2.8 и 1.6 

раза больше, чем для медленных поперечных и продольных фононов, соответственно. Для 

направлений [111] максимальные значения длины Казимира достигают для продольных 

фононов. В этих направлениях они в 1.8 и 1.1 раза больше, чем для быстрых и медленных 

поперечных фононов, соответственно (см. рис. 2.5б). Для симметричных направлений 

отношение средних длин Казимира составляет 1:1.2:1.74:: [111][110][100] =ΛΛΛ CCC . Из сравнения 

результатов, полученных для кристаллов кремния и модели изотропной среды видно, что в

                     (2.57)

Проанализируем угловые зависимости длин Казимира для образ-
цов с круглым и квадратным сечениями, рассчитанные по формулам 
(2.17) и (2.19). При равенстве площадей квадратного и круглого сече-
ний ( 22 RD π= ), нормируем длины Казимира CΛ  на сторону основания 
D для образца с квадратным сечением ( DCC /)()(~ ψψ Λ=Λ ) и на Rπ  
для образца с круглым сечением радиуса R ( RCC πψψ /)()(~ Λ=Λ ).  
В этом случае отличие угловых зависимостей длин свободного пробега 

)(~ ψCΛ  для образцов с круглым и квадратным сечением не превышает 
1%. Для рассматриваемых случаев максимальное отклонение длин сво-
бодного пробега фононов )(~ ψλ

CΛ  не превышает 1.6% для быстрой по-
перечной моды. В масштабе рисунка 2.5 эти кривые не различимы. По-
этому рисунок 2.5 относится фактически к образцам бесконечной дли-
ны, как с круглым, так и с квадратным сечениями.

Как видно из рисунка 2.5a, в окрестности направлений [100] при 
углах 2/06.0 πψ n+±=  0.06 + nπ / 2 (n – целое число) для медленной поперечной 
моды длины Казимира достигают максимальных значений. Они в 2 
раза больше значений 1t

CΛ  для быстрой поперечной моды и в 3 раза 
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больше, чем L
CΛ  для продольных фононов. При переходе к направлени-

ям [110] ситуация меняется: длины Казимира медленной поперечной 
моды уменьшаются в 3 раза и принимают минимальные значения.  
В направлениях [110] длины Казимира для быстрой поперечной моды 
достигают максимальнх значений. Они в 2.8 и 1.6 раза больше, чем для 
медленных поперечных и продольных фононов, соответственно. Для 
направлений [111] максимальные значения длины Казимира достигают 
для продольных фононов. В этих направлениях они в 1.8 и 1.1 раза 
больше, чем для быстрых и медленных поперечных фононов, соответ-
ственно (см. рис. 2.5б). Для симметричных направлений отношение 
средних длин Казимира составляет 1:1.2:1.74 : :  [111] [110] [100] =ΛΛΛ CCC . 
Из сравнения результатов, полученных для кристаллов кремния и моде-
ли изотропной среды видно, что в направлениях фокусировки длины Ка-
зимира для всех фононных мод оказываются больше, а в направлениях 
дефокусировки меньше, чем в модели изотропной среды (см. рис. 2.5).

 

Рис. 2.5. Угловые зависимости приведенных длин Казимира DCC /)()(~ ψψ λλ Λ=Λ  
и DCC /)()(~ ψψ Λ=Λ  для образцов с квадратным сечением в случаях, когда 
градиент температур вращается в плоскости грани куба (a) и диагональной 

плоскости (б): 1 ‒ для быстрой поперечной моды, 2 ‒ для медленной поперечной 
моды, 3 ‒ для продольной моды, 4 ‒ средняя длина Казимира, 5 – длина Казимира 

в модели изотропной среды

Использование выражений, полученных нами для длин свободно-
го пробега фононов в режиме граничного рассеяния, позволили опи-
сать экспериментальные данные по анизотропии теплопроводности 
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для образцов кремния с квадратным сечением при низких температу-
рах [19]. На рисунке 2.6 приведены угловые зависимости длин свобод-
ного пробега фононов в образцах кремния длины L=2.9 см с квадрат-
ным поперечным сечением D=0.293 см, рассчитанные по формулам 
(2.40) и (2.41). Для всех симметричных направлений результаты расче-
та хорошо согласуются с данными эксперимента [19]. Из рисунков 2.6 
видно, что длины свободного пробега фононов достигают максималь-
ных значений для каждой колебательной моды в направлениях фокуси-
ровки, причем, в этих направлениях они превосходят длины пробега  

 

Рис. 2.6. Угловые зависимости средних длин свободного пробега 
D/)()(~ ψψ λλ Λ=Λ  и D/)()(~ ψψ Λ=Λ для образцов длины L=2.9 см с квадратным 

сечением D=0.293 см в случаях, когда градиент температур лежит в плоскости 
грани куба (a) и в диагональной плоскости (б). 1 ‒ быстрая поперечная мода, 

2 ‒ медленная поперечная мода, 3 ‒ продольная мода, 4 ‒ средняя длина 
свободного пробега, 5 – длина свободного пробега в модели изотропной среды. 

Символы – экспериментальные данные [19]

остальных колебательных мод и длины пробега для модели изотропной 
среды. В направлениях дефокусировки они достигают минимальных 
значений и оказываются меньше, чем в модели изотропной среды. Так, 
например, фононы медленной поперечной моды фокусируются в на-
правлении [100], и их длина свободного пробега превосходит длины 
свободного пробега фононов для быстрой поперечной и продольной 
мод в 1.6 раза и 2.4 раза, соответственно, а среднюю длину свободного 
пробега фононов в 1.3 раза. Фононы быстрой поперечной моды фоку-
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сируются в направлении [110], и их длина свободного пробега имеет 
максимальное значение. Она превосходит в этом направлении длины 
свободного пробега для фононов медленной поперечной моды в 1.5 
раза и продольной моды в 1.2 раза, а также среднюю длину пробега в 
1.2 раза. Продольные фононы фокусируются в направлении [111], для 
этого направления их длина свободного пробега заметно превышает 
длины свободного пробега быстрых и медленных поперечных фоно-
нов. В этом направлении длины свободного пробега фононов медлен-
ной и быстрой поперечных мод уменьшаются относительно направле-
ния [100] в 1.8 и 1.5 раза, соответственно, в то время как для продоль-
ной моды LΛ  возрастает 1.5 раза. В результате длина свободного про-
бега продольных фононов оказывается больше в 1.6 и 1.2 раза, чем для 
быстрых и медленных поперечных фононов. В этом направлении она 
превосходит среднюю длину свободного пробега фононов в 1.3 раза. 
Для симметричных направлений отношение средних длин свободного 
пробега фононов составляет Λ[001]:Λ[101]:Λ[111]=1.50:1.08:1. Таким обра-
зом, максимальные значения теплопроводность образцов кремния име-
ет для направления [100] и обеспечивается медленной поперечной мо-
дой, а минимальное – для направления [111]. При переходе от образцов 
бесконечной длины к образцам конечной длины анизотропия длин сво-
бодного пробега фононов и, соответственно, теплопроводности замет-
но уменьшается. 

Следует отметить, что рассчитанные величины теплопроводности 
кремния )( 0Ttheorκ  и средних длин свободного пробега фононов превы-
шают экспериментальные значения )( 0exp Tκ  при T0 = 3 K для направле-
ний типа [100] на 4%, а для [110] и [111] – на 8% (см. рис. 2.6). Для 
объяснения этого расхождения в работах [20,63] была использована 
концепция дефектного поверхностного слоя, предложенного в работах 
[32,87,88]. Дело в том, что для обеспечения диффузного рассеяния фо-
нонов поверхность образца перед измерением обрабатывалась нажда-
ком. При такой обработке непосредственно под поверхностью образца 
формируется дефектный слой, включающий микротрещины с соответ-
ствующими полями деформаций и сеть дислокаций [88]. Учет дефек-
тного слоя, который не проводит тепла, и, соответственно, эффектив-
ной толщины образца позволило согласовать результаты расчета тепло-
проводности с экспериментальными данными при температуре 3 К. 
Однако при таком подходе не учитывалось рассеяние фононов на изо-
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топическом беспорядке. Как будет показано в разделе 3.3, учет этого ме-
ханизма позволит согласовать результаты расчета теплопроводности с 
экспериментом в интервале температур от 3 до 15 K в пределах погреш-
ности эксперимента. Поэтому в нашем случае роль дефектного поверх-
ностного слоя оказалась малой и его влиянием можно пренебречь. 

2.4. ВЛИянИе ФокусИРоВкИ нА Фононный 
ТРАнсПоРТ В кРИсТАЛЛАх кРемнИя с 

ПРямоугоЛьным сеченИем ПРИ 
нИзкИх ТемПеРАТуРАх

Рассмотрим фононный транспорт в образцах кремния конечной 
длины с прямоугольным сечением при температурах, гораздо меньших 
температуры Дебая. Рассчитаем угловые зависимости длин свободного 
пробега фононов в режиме кнудсеновского течения, когда рассеяние 
фононов на границах является доминирующим. Сравним полученные 
результаты с экспериментальными данными [19] для образцов кремния 
с прямоугольным сечением W×D (D=0.185 см, W=μD=0.638 см,  
μ = 3.45) и длиной L=3.5 см. Длины свободного пробега фононов нор-
мируем на толщину образца:

D/)()(ˆ ψψ Λ=Λ .                                        (2.58)

Определим систему координат, связанную с образцом, следующим 
образом: направим ось «3» вдоль оси образца и направления теплового 
потока, а ось вращения, обозначим как ось «1» (см. рис. 2.7). Оси «1» и 
«2» перпендикулярны боковым граням образца. Рассмотрим вращение 
градиента температуры в плоскости грани куба в двух случаях:

(А) Ось вращения перпендикулярна узкой грани образца. 
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Следует отметить, что рассчитанные величины теплопроводности кремния )( 0Ttheorκ и 

средних длин свободного пробега фононов превышают экспериментальные значения 

)( 0exp Tκ при T0 = 3 K для направлений типа [100] на 4%, а для [110] и [111] – на 8% (см. рис. 

2.6). Для объяснения этого расхождения в работах [20,63] была использована концепция 

дефектного поверхностного слоя, предложенного в работах [32,87,88]. Дело в том, что для 

обеспечения диффузного рассеяния фононов поверхность образца перед измерением 

обрабатывалась наждаком. При такой обработке непосредственно под поверхностью образца 

формируется дефектный слой, включающий микротрещины с соответствующими полями 

деформаций и сеть дислокаций [88]. Учет дефектного слоя, который не проводит тепла, и, 

соответственно, эффективной толщины образца позволило согласовать результаты расчета 

теплопроводности с экспериментальными данными при температуре 3 К. Однако при таком 

подходе не учитывалось рассеяние фононов на изотопическом беспорядке. Как будет 

показано в разделе 3.3, учет этого механизма позволит согласовать результаты расчета 

теплопроводности с экспериментом в интервале температур от 3 до 15 K в пределах 

погрешности эксперимента. Поэтому в нашем случае роль дефектного поверхностного слоя 

оказалась малой и его влиянием можно пренебречь. 

2.4. Влияние фокусировки на фононный транспорт в кристаллах 
кремния с прямоугольным сечением при низких температурах.

Рассмотрим фононный транспорт в образцах кремния конечной длины с

прямоугольным сечением при температурах, гораздо меньших температуры Дебая. 

Рассчитаем угловые зависимости длин свободного пробега фононов в режиме 

кнудсеновского течения, когда рассеяние фононов на границах является доминирующим. 

Сравним полученные результаты с экспериментальными данными [19] для образцов кремния 

с прямоугольным сечением W×D (D=0.185 см, W=μD=0.638 см, μ= 3.45) и длиной L=3.5 см. 

Длины свободного пробега фононов нормируем на толщину образца:

D/)()(ˆ ψψ Λ=Λ . (2.58)

Определим систему координат, связанную с образцом, следующим образом: направим 

ось «3» вдоль оси образца и направления теплового потока, а ось вращения, обозначим как 

ось «1» (см. рис. 2.7). Оси «1» и «2» перпендикулярны боковым граням образца. Рассмотрим 

вращение градиента температуры в плоскости грани куба в двух случаях:

(А) Ось вращения перпендикулярна узкой грани образца.

ψψψψ λλλλλλλλ sincos,,cossin 213 gzgxggyggzgxg VVVVVVVV −==+= ; (2.59)    (2.59)

(Б) Ось вращения перпендикулярна широкой грани образца. 
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(Б) Ось вращения перпендикулярна широкой грани образца. 
λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin , (2.60)

Y

Z

X

ψ

Vg2

O

−∇T Vg3

Vg1

−∇T

Vg1

O

X

Z

Y

Vg3

ψ

Vg2

(А) (Б)
Рис. 2.7. Схема, иллюстрирующая вращение градиента температуры в плоскости грани куба 
для случаев: (А) Ось вращения перпендикулярна узкой грани образца. (Б) Ось вращения 
перпендикулярна широкой грани образца.

Здесь λ
3gV и λλ

21 , gg VV – проекции групповой скорости на направление градиента температуры, 

и боковые грани образца, соответственно. Угол ψ задает отклонение потока тепла от оси Z.

Максимальные значения средних длин свободного пробега фононов для случаев (А) и 

(Б) совпадают и достигаются в направлениях [001], а минимальные значения - в 

направлениях [101], причем, для случаев (А) и (Б) они различны (см. рис. 2.8a). Поэтому 

угловые зависимости средних длин свободного пробега фононов и, соответственно, 

теплопроводности для случаев вращения узкой грани образца и широкой грани образца из-за 

эффекта фокусировки фононов значительно отличаются как между собой, так и от 

полученной для образцов с квадратным сечением (см. рис. 2.8, кривые 1b, 1а и 1). При 

вращениии потока тепла в широкой грани прямоугольника {100} отношение длин 

свободного пробега }100{
]110[

}100{
]100[ /ΛΛ составляет 1.21 и оказывается меньше, чем для образцов с 

квадратным сечением, для которых отношение 4.1/ }100{
]110[

}100{
]100[ ≅ΛΛ . Однако при вращении 

потока тепла в узкой грани прямоугольника анизотропия теплопроводности возрастает. В 

этом случае она оказывается больше, чем для образцов с квадратным сечением:

 (2.60)
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Здесь λ
3gV , λλ

21 , gg VV  
и λλ

21 , gg VV  – проекции групповой скорости на направле-
ние градиента температуры, и боковые грани образца, соответственно. 
Угол ψ задает отклонение потока тепла от оси Z.

                            (А)                                                             (Б)

 Рис. 2.7. Схема, иллюстрирующая вращение градиента температуры в плоскости 
грани куба для случаев: (А) Ось вращения перпендикулярна узкой грани образца. 

(Б) Ось вращения перпендикулярна широкой грани образца

Максимальные значения средних длин свободного пробега фоно-
нов для случаев (А) и (Б) совпадают и достигаются в направлениях 
[001], а минимальные значения - в направлениях [101], причем, для 
случаев (А) и (Б) они различны (см. рис. 2.8a). Поэтому угловые зави-
симости средних длин свободного пробега фононов и, соответственно, 
теплопроводности для случаев вращения узкой грани образца и широ-
кой грани образца из-за эффекта фокусировки фононов значительно 
отличаются как между собой, так и от полученной для образцов с ква-
дратным сечением (см. рис. 2.8, кривые 1b, 1а и 1). При вращениии 
потока тепла в широкой грани прямоугольника {100} отношение длин 
свободного пробега }100{

]110[
}100{
]100[ /ΛΛ  составляет 1.21 и оказывается мень-

ше, чем для образцов с квадратным сечением, для которых отношение 
4.1/ }100{

]110[
}100{
]100[ ≅ΛΛ . Однако при вращении потока тепла в узкой грани 
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прямоугольника анизотропия теплопроводности возрастает. В этом 
случае она оказывается больше, чем для образцов с квадратным сече-
нием: отношение 57.1: }100{

]110[
}100{
]100[ ≅ΛΛ 1.57  (рис. 2.8а, кривая 1a). Из рисун-

ка 2.8a видно, что значения средних длин свободного пробега фононов, 

Рис. 2.8. Угловые зависимости средних длин свободного пробега )(~ ψΛ  в 
кристаллах Si в случае, когда поток тепла вращается в плоскости грани куба {100}. 

(а): кривая 1 для образцов [19] с квадратным сечением (D=0.293 см, L=2.9 см); 
кривые 1а и 1b - для образцов [19] с прямоугольным сечением (L=3.5 см, D=0.185 см, 
μD=0.638 см); кривая 1а – вращение в узкой грани образца; кривая 1b – вращение 

в широкой грани образца. Символы – экспериментальные данные [19]; 
(б): для образцов толщиной D=0.185 см и длиной L = 5.5 μD: μ = 10 

(кривые 1a,1b), μ = 100 (кривые 2a,2b). Вращение градиента температур в узкой 
(кривые 1a и 2a) и в широкой (кривые 1b и 2b) грани образца {100}

рассчитанные в работе [21] для образцов с прямоугольным сечением в 
направлении [101], хорошо согласуются с экспериментальными данны-
ми [19]. Следует отметить интересный экспериментальный результат: 
для образцов с прямоугольным сечениям величины теплопроводности 
(и длин свободного пробега) зависят не только направления градиента 
температуры, но и от ориентации широких граней образца [19]. Для 
двух одинаковых образцов и направлением градиента температуры 
[110], при низких температурах теплопроводность образца с широкой 
гранью {001} и узкой {110} оказалась на 33% выше, чем для образца с 
широкой гранью {110} и узкой {001} [19]. Наш расчет [21] с использова-
нием формул (2.38) и (2.40) дает для этого отношения, 30.1: }110{

]110[
}100{
]110[ ≅ΛΛ  

1.30, 
что хорошо согласуется с данными [19].
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Рассмотрим, как изменится это отношение при увеличении шири-
ны образца. Для этого зафиксируем толщину образца D=0.185 см и сот-
ношение длины и ширины: L = 5.49W=5.49μD. Затем проанализируем 
теплопроводность и длины пробега фононов для значений μ=10 и 100. 
Как видно из рисунка 2.8б, угловые зависимости средних длин свобод-
ного пробега для двух рассматриваемых случаев качественно изменя-
ются (см. рис. 2.8б). При вращениии потока тепла в широкой грани 
прямоугольника увеличение параметра μ приводит к изотропизации 
зависимости )(}100{ ψΛ , и при μ=100 она становится почти изотропной. 
В противоположность этому вращение потока тепла в в узкой грани 
прямоугольника приводит к увеличению анизотропии теплопроводно-
сти (см. рис. 2.8б). Отношение длин пробега )(:)( }100{

]110[
}100{
]100[ ψψ ΛΛ  воз-

растает до значений 1.9 и 3.0 при μ=10 и 100, соответственно. В направ-
лениях типа [100] для обоих вариантов вращения потока тепла длины 
пробега совпадают. Однако отношение теплопроводностей двух одина-
ковых образцов в направлении [110] с ориентациями широких граней 
{001} и {110} при μ=10 и 100 будут равны 1.7 и 2.8, соответственно. 
Поскольку зависимость )(}100{ ψΛ  при вращении в широкой грани об-
разца становится почти изотропной при больших значениях μ, то эти 
отношения мало отличаются от )(:)( }100{

]110[
}100{
]100[ ψψ ΛΛ .

Достаточно интересно (см. рис. 2.9) по сравнению с образцами 
квадратного сечения выглядят угловые зависимости теплопроводности 
и, соответственно, длин свободного пробега фононов )(ˆ ψΛ  в случае, 
когда ось вращения и градиент температуры совпадают с осью Z, а вра-
щение происходит в плоскости XY. В этом случае компоненты группо-
вой скорости фононов, параллельные и перпендикулярные потоку теп-
ла, определяются выражениями: 

100

2.8б). При вращениии потока тепла в широкой грани прямоугольника увеличение параметра 

μ приводит к изотропизации зависимости )(}100{ ψΛ , и при μ=100 она становится почти 

изотропной. В противоположность этому вращение потока тепла в в узкой грани 

прямоугольника приводит к увеличению анизотропии теплопроводности (см. рис. 2.8б). 

Отношение длин пробега )(:)( }100{
]110[

}100{
]100[ ψψ ΛΛ возрастает до значений 1.9 и 3.0 при μ=10 и 100, 

соответственно. В направлениях типа [100] для обоих вариантов вращения потока тепла 

длины пробега совпадают. Однако отношение теплопроводностей двух одинаковых образцов 

в направлении [110] с ориентациями широких граней {001} и {110} при μ=10 и 100 будут 

равны 1.7 и 2.8, соответственно. Поскольку зависимость )(}100{ ψΛ при вращении в широкой 

грани образца становится почти изотропной при больших значениях μ, то эти отношения 

мало отличаются от )(:)( }100{
]110[

}100{
]100[ ψψ ΛΛ .

Достаточно интересно (см. рис. 2.9) по сравнению с образцами квадратного сечения 

выглядят угловые зависимости теплопроводности и, соответственно, длин свободного 

пробега фононов )(ˆ ψΛ в случае, когда ось вращения и градиент температуры совпадают с 

осью Z, а вращение происходит в плоскости XY. В этом случае компоненты групповой 

скорости фононов, параллельные и перпендикулярные потоку тепла, определяются 

выражениями: 

ψψψψ λλλλλλλλ cossin,sincos, 213 gygхggygхggzg VVVVVVVV +−=+== , (2.61)

где ψ – угол между осью X и боковой гранью. В этом случае для образцов с квадратным 

сечением средние длины свободного пробега фононов с точностью до 1.3% изотропны (см. 

рис. 2.9 а, кривая 1). Однако увеличение ширины пластины приводит к увеличению значений 

и анизотропии длин пробега. Как видно из рисунка 2.9а, максимальные значения длин 

пробега достигаются в направлениях [100]. С ростом параметра μ от 1 до 100 максимальные 

значения теплопроводности и средней длины свободного пробега фононов увеличиваются на 

порядок величины (см. рис. 2.9 а, кривые 1 и 3). В направлениях типа [101] имеет место 

локальный максимум, а минимальное значение достигается при углах ψ = (π/2)n ± π/6, где n –

целое число. При этом отношение длин пробега фононов в симметричных направлениях
}100{
]110[

}100{
]100[ /ΛΛ возрастает от 1.2 при μ = 10 до 1.9 при μ = 100. Как следует из рисунка 2.9б, в 

направлениях типа [100] длина свободного пробега быстрой поперечной моды достигает 

максимальных значений и обеспечивает максимум теплопроводности. Увеличение параметра 

μ от 10 до 100 приводит к возрастанию )(}100{1
]100[ µtΛ в четыре раза. Длина свободного пробега 

медленной поперечной моды достигает максимальных значений в направлениях типа [101] и 

обеспечивает локальный максимум теплопроводности в этом направлении.

,(2.61)

где ψ – угол между осью X и боковой гранью. В этом случае для образ-
цов с квадратным сечением средние длины свободного пробега фоно-
нов с точностью до 1.3% изотропны (см. рис. 2.9 а, кривая 1). Однако 
увеличение ширины пластины приводит к увеличению значений и ани-
зотропии длин пробега. Как видно из рисунка 2.9а, максимальные зна-
чения длин пробега достигаются в направлениях [100]. С ростом пара-
метра μ от 1 до 100 максимальные значения теплопроводности и сред-
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ней длины свободного пробега фононов увеличиваются на порядок 
величины (см. рис. 2.9 а, кривые 1 и 3). В направлениях типа [101] име-
ет место локальный максимум, а минимальное значение достигается 
при углах ψ = (π/2)n ± π/6, где n –целое число. При этом отношение 
длин пробега фононов в симметричных направлениях }100{

]110[
}100{
]100[ /ΛΛ  воз-

растает от 1.2 при μ = 10 до 1.9 при μ = 100. Как следует из рисунка 2.9б, 
в направлениях типа [100] длина свободного пробега быстрой попереч-
ной моды достигает максимальных значений и обеспечивает максимум 
теплопроводности. Увеличение параметра μ от 10 до 100 приводит к 
возрастанию )(}100{1

]100[ µtΛ  в четыре раза. Длина свободного пробега мед-
ленной поперечной моды достигает максимальных значений в направ-
лениях типа [101] и обеспечивает локальный максимум теплопрово-
дности в этом направлении.

Рис. 2.9. Угловые зависимости )(~ ψΛ  и )(~ ψëΛλ  для образцов с осью вращения и 
градиентом температуры в направлении [100]. Длина образцов L = 5.49μD, W=μD, 
а толщина D = 0.185 см. (a): )(~ ψΛ  для μ = 1 (кривая 1), μ = 10 (кривая 2) и μ = 100 
(кривая 3). (б): )(~ ψëΛλ  для продольной моды (кривые 2а, 3a), для быстрой (кривые 
2b, 3b) и медленной (кривые 2c, 3c) поперечной моды. Кривые 2a,2b,2c для μ = 10 

и кривые 3a,3b,3c для μ = 100

Итак, проведенный анализ показал, что анизотропия теплопрово-
дности (средних длин свободного пробега фононов) для образцов с 
прямоугольным сечением может значительно отличаться от образцов с 
квадратным сечением. В отличие от образцов с квадратным сечением 
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значения теплопроводности и длин пробега фононов при низких тем-
пературах для достаточно широких образцов с прямоугольным сечени-
ем в значительной степени определяются ориентацией широкой грани 
образца относительно осей кристалла. Наиболее существенно изменя-
ются длины свободного пробега фононов быстрой и медленной попе-
речных мод. 

2.5. зАкЛюченИе

Основные результаты главы 2 могут быть сформулированы следу-
ющим образом:

1. Дано аналитическое решение проблемы кнудсеновского тече-
ния фононного газа для образцов конечной длины с круглым, квадрат-
ным и прямоугольным сечениями. Определены времена релаксации 
при диффузном рассеянии фононов на границах в виде кусочно-глад-
ких функций для различных интервалов углов, определяемых соотно-
шениями между компонентами групповой скорости и геометрически-
ми параметрами образцов. 

2. Показано, что при низких температурах длины свободного 
пробега фононов в образцах с квадратным и круглым сечениями для 
каждой колебательной моды достигают максимальных значений в на-
правлениях фокусировки, причем в этих направлениях они превосхо-
дят длины пробега фононов остальных колебательных мод. Рассчитан-
ные значения длин пробега фононов для симметричных направлений 
хорошо согласуются с данными эксперимента.

3. Для образцов с квадратным сечением величины теплопрово-
дности и длин пробега фононов при низких температурах определяют-
ся, главным образом, направлением теплового потока, а их зависимость 
от ориентации боковых граней мала. Однако для образцов с прямоу-
гольным сечением они в значительной степени зависят от ориентации 
широкой грани образца относительно осей кристалла. 
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Глава 3. АнИзоТРоПИя И ТемПеРАТуРные 
зАВИсИмосТИ ТеПЛоПРоВодносТИ 
объемных кРемнИеВых обРАзцоВ

Экспериментальные исследования [19] показали, что при низких 
температурах, когда длина свободного пробега фононов оказывается 
больше поперечного размера образца, фокусировка фононов приводит к 
двум эффектам в теплопроводности кристаллов Si. Первым эффектом 
является зависимость теплопроводности образцов с квадратным сечени-
ем от направления градиента температуры относительно кристаллогра-
фических осей. Вторым эффектом является зависимость величин тепло-
проводности образцов Si с прямоугольным сечением от ориентации ши-
роких граней. Для двух исследованных в [19] образцов с прямоугольным 
сечением, имеющих одинаковые геометрические параметры и направле-
ние градиента температуры [110] теплопроводность образца с широкой 
гранью {001} и узкой {110} при низких температурах оказалась на 33% 
выше, чем для образца с широкой гранью {110} и узкой {001}.

Теплопроводность в работе [19] (как и в ряде других работ) изме-
рялась методом стационарного продольного теплового потока [35,89]. 
Перед измерением теплопроводности объёмные образцы кремния в ра-
боте [19] предварительно обрабатывались наждаком для того, чтобы 
обеспечить диффузное рассеяние фононов на границах. В типичном 
эксперименте (см., например, [87]) нагреватель приклеивался прямо к 
торцу образца, а противоположный конец зажимался в хладостоке. 
Термометры закреплялись на расстоянии L друг от друга, и измерялась 
разность показаний ΔT (см. рис. 3.1). После установления стационар-
ного состояния распределения температур коэффициент теплопрово-
дности κ  определяется делением тепловой мощности Q∆ , выделяе-
мой в нагревателе, на площадь поперечного сечения образца Sc и на 
градиент температуры ( ( ) LTTLT // 12 −=∆ ):
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эксперименте (см., например, [87]) нагреватель приклеивался прямо к торцу образца, а 

противоположный конец зажимался в хладостоке. Термометры закреплялись на расстоянии 

L друг от друга, и измерялась разность показаний ΔT (см. рис. 3.1). После установления 

стационарного состояния распределения температур коэффициент теплопроводности κ
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( ){ }cSTTQL 12/ −∆=κ .
Если разность ΔT не слишком велика, то значение теплопроводности соответствует средней 

температуре между термометрами. Метод стационарного продольного теплового потока 

можно использовать, если излучение тепла через боковые грани мало и им можно 

пренебречь. Тогда все тепло, получаемое от нагревателя, будет доходить до хладостока.

В работе [22] показано, что для корректного учета этих эффектов при расчете 

скоростей релаксации фононов на границах монокристаллических образцов следует ввести 

два ориентационных параметра, которые учитывают зависимости релаксационных 

характеристик от направления теплового потока [I] и ориентации широкой грани образца {J}

относительно кристаллографических осей. Поэтому в отличие от изотропной среды, при 

Если разность ΔT не слишком велика, то значение теплопроводно-
сти соответствует средней температуре между термометрами. Метод 
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стационарного продольного теплового потока можно использовать, 
если излучение тепла через боковые грани мало и им можно пренеб-
речь. Тогда все тепло, получаемое от нагревателя, будет доходить до 
хладостока.

В работе [22] показано, что для корректного учета этих эффектов при 
расчете скоростей релаксации фононов на границах монокристалличе-
ских образцов следует ввести два ориентационных параметра, которые 
учитывают зависимости релаксационных характеристик от направления 
теплового потока [I] и ориентации широкой грани образца {J} относи-
тельно кристаллографических осей. Поэтому в отличие от изотропной 
среды, при расчете кинетических характеристик монокристаллических

Рис. 3.1. Принципиальная схема для измерения теплопроводности методом 
стационарного продольного теплового потока

образцов мы должны учесть их зависимость от ориентационных пара-
метров 

)()( }{
)]([ TT J

I ψκκ ⇒  и }{
)]([

J
I ψΛ⇒Λ .

Далее будет показано, что ориентационные параметры: направле-
ние теплового потока [I(ψ)] и плоскость {J}, в которой изменяется угол 
ψ, могут быть определены через компоненты групповой скорости, па-
раллельные и перпендикулярные направлению теплового потока. 
Предложенный метод учета фокусировки фононов является актуаль-
ным, поскольку в значительном числе публикаций, посвященных ис-
следованию фононного транспорта как в объёмных монокристаллах, 
так и в наноструктурах [5-7,25,26,37,90], эти эффекты не учитывались. 

В разделе 3.1 рассмотрено влияние нормальных процессов фо-
нон-фононного рассеяния на решеточную теплопроводность кубиче-
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ских кристаллов в трехмодовой модели Каллавея с учетом анизотро-
пии упругой энергии. В разделе 3.2 развит метод учета фокусировки 
фононов при расчете температурных зависимостей теплопроводности 
монокристаллических образцов. В разделе 3.3 показано, что использо-
вание рассчитанных нами времен релаксации фононов на границах  
[20, 21] позволяет адекватно описать экспериментальные данные те-
плопроводности кристаллов кремния для различных направлений гра-
диента температуры и ориентаций боковых граней образца. В разделе 
3.4 проанализировано изменение анизотропии теплопроводности с 
температурой. В разделе 3.5 дана физическая интерпретация эффектов 
МакКарди в теплопроводности кубических кристаллов.

3.1. ноРмАЛьные ПРоцессы Фонон-Фононного 
РАссеянИя И РешеТочнАя ТеПЛоПРоВодносТь 

кубИческИх кРИсТАЛЛоВ

Рассмотрим влияние нормальных процессов фонон-фононного 
рассеяния на решеточную теплопроводность кубических кристаллов с 
учетом фокусировки фононов. Система кинетических уравнений для 
неравновесных функций распределения фононов λ

qN  в трехмодовой 
модели Каллавея имеет вид [91-94]:
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λν - скорости релаксации фононов в нормальных (N-процессах) и 

резистивных процессах рассеяния. Резистивные процессы рассеяния приводят к релаксации 
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ψ νννν ++= . Роль N-процессов фонон-фононного рассеяния в теории 

решеточной теплопроводности достаточно хорошо изучена [9,36,91-96]. В этих процессах 

импульс фононов, участвующих в столкновениях, сохраняется. Поэтому N-процессы не дают 

непосредственного вклада в релаксацию импульса фононов и, соответственно, в 

теплосопротивление. Однако они перераспределяют энергию и импульс между различными 

фононными модами и стремятся установить дрейфовое локально-равновесное 

распределение, которое описывается смещенной функцией Планка [91-94]:
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где 0
λqN - функция Планка. В этом случае неравновесная система фононов описывается 

девятью параметрами: скоростями релаксации нормальных и резистивных процессах 

рассеяния, а также средними скоростями дрейфа λu для каждой ветви фононного спектра. 

Учет особой роли N-процессов необходим в условиях, когда частота релаксации фононов 

)(qN
λν будет больше, либо сравнима с частотой релаксации в резистивных процессах 

рассеяния [91-94]. В противоположном случае их можно учитывать аддитивно с 

резистивными процессами рассеяния, как это сделано в [97].

Представим функцию распределения фононов в виде суммы функции Планка и 

неравновесной добавки )(qλg , тогда из уравнения (3.1) получим
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Первый член в выражении (3.3) определяется диффузионным движением фононов под 

действием градиента температуры. Второй член определяется дрейфовым движением 
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qN в 

трехмодовой модели Каллавея имеет вид [91-94]:
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решеточной теплопроводности достаточно хорошо изучена [9,36,91-96]. В этих процессах 
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фононными модами и стремятся установить дрейфовое локально-равновесное 

распределение, которое описывается смещенной функцией Планка [91-94]:
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где 0
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Первый член в выражении (3.3) определяется диффузионным движением фононов под 

действием градиента температуры. Второй член определяется дрейфовым движением 

, поэто-
му 
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Первый член в выражении (3.3) определяется диффузионным движением фононов под 

действием градиента температуры. Второй член определяется дрейфовым движением 

. Роль N-процессов фонон-фононного 
рассеяния в теории решеточной теплопроводности достаточно хорошо 
изучена [9,36,91-96]. В этих процессах импульс фононов, участвую-
щих в столкновениях, сохраняется. Поэтому N-процессы не дают непо-
средственного вклада в релаксацию импульса фононов и, соответ-
ственно, в теплосопротивление. Однако они перераспределяют энер-
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гию и импульс между различными фононными модами и стремятся 
установить дрейфовое локально-равновесное распределение, которое 
описывается смещенной функцией Планка [91-94]:
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14.а стр105, 1 строка снизу заменить «область» на «области» 

«только половину его, как и для образцов бесконечной длины. Для область «A»» 

Заменить на 

 «только половину его, как и для образцов бесконечной длины. Для области «A»» 

14.б стр115, 16 строка сверху, уменьшить размер индексов у «» 

15. стр118, 3 строка сверху: 

«отношение 7.1: }100{
]110[

}100{
]100[   (рис. 2.8а, кривая 1a). Из рисунка» 

Заменить на 

 «отношение 57.1: }100{
]110[

}100{
]100[   (рис. 2.8а, кривая 1a). Из рисунка» 

16. стр125, формула (3.2): 
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17. стр125, формула (3.7): 
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18. стр128, 11строка снизу: 

«определяют направление волнового вектора фонона, 
3gV  и 

gV  - проекции» 

Заменить на 

 «определяют направление волнового вектора фонона, 
3gV  и 

gzV  - проекции» 

19. стр128,  9строка снизу: 

«соответственно, q  - частота фонона с поляризацией l при учете» 

   (3.2)

где 0
λqN - функция Планка. В этом случае неравновесная система фоно-

нов описывается девятью параметрами: скоростями релаксации нор-
мальных и резистивных процессах рассеяния, а также средними скоро-
стями дрейфа λu  для каждой ветви фононного спектра. Учет особой 
роли N-процессов необходим в условиях, когда частота релаксации фо-
нонов )(qN

λν  будет больше, либо сравнима с частотой релаксации в ре-
зистивных процессах рассеяния [91-94]. В противоположном случае их 
можно учитывать аддитивно с резистивными процессами рассеяния, 
как это сделано в [97].

Представим функцию распределения фононов в виде суммы функ-
ции Планка и неравновесной добавки )(qλg , тогда из уравнения (3.1) 
получим
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резистивными процессами рассеяния, как это сделано в [97].
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Первый член в выражении (3.3) определяется диффузионным движением фононов под 

действием градиента температуры. Второй член определяется дрейфовым движением 

. (3.3)

Первый член в выражении (3.3) определяется диффузионным дви-
жением фононов под действием градиента температуры. Второй член 
определяется дрейфовым движением фононов и обусловлен нормаль-
ными процессами фонон-фононного рассеяния. Для нахождения ско-
ростей дрейфа ul система кинетических уравнений (3.1) должна быть 
дополнена уравнением баланса импульса фононов, которое получается 
путем умножения уравнения (3.1) на вектор импульса фононов ћq и 
суммирования по всем векторам q. 
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фононов и обусловлен нормальными процессами фонон-фононного рассеяния. Для 

нахождения скоростей дрейфа uλ система кинетических уравнений (3.1) должна быть 

дополнена уравнением баланса импульса фононов, которое получается путем умножения 

уравнения (3.1) на вектор импульса фононов ћq и суммирования по всем векторам q.
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В [94] показано, что решение уравнений (3.4) может быть найдено для двух предельных 

случаев. (1) Если в N-процессах доминируют механизмы релаксации с перераспределением 

импульса между фононами различных поляризаций, то они стремятся установить 

одинаковую скорость дрейфа для всех фононов. В этом случае скорость дрейфа )1()( uu =λ

должна быть одинаковой для всех поляризации. (2) Если импульс фононов 

перераспределяется только внутри каждой колебательной ветви, то фононы каждой моды 

релаксируют независимо, и мы возвращаемся фактически к исходной одномодовой модели 

Каллавея [91]. Этот вариант релаксации рассмотрен в работе [95] и получил название 

обобщенной модели Каллавея. В этом случае скорости дрейфа будут различными для 

фононов различных поляризаций )2()2(
tL uu ≠ .

К первому типу N-процессов относятся механизмы релаксации Херринга [38] и 

Ландау-Румера [98], а также ряд других процессов. В механизме Херринга [38] слияние 

продольного фонона с медленным поперечным фононом (ST) порождает быстрый фонон 

(FT) ( 321 FTSTL →+ ): 

23
LLTT

L
N TB ων ≅ (3.5)

Согласно [9,36,94-97] основным механизмом релаксации поперечных фононов в N-процессах 

рассеяния является механизм Ландау-Румера [98], в котором слияние поперечного и 

продольного фононов порождает продольный фонон ( 321 LLT →+ )

tTLL
t
N TB ων 4≅ . (3.6)

Этот вариант релаксации фононов в N-процессах рассеяния и его роль в теплопроводности 

были проанализированы в [94]. Для второго типа N-процессов Саймонс [99] показал, что N-

процессы второго типа ( 321 LLL →+ , 321 TTT →+ ) в изотропных средах могут происходить 

только при учете затухания фононных состояний, причем, в них могут принимать участие 

только коллинеарные фононы. Однако в работах [100] показано, что учет кубической 

анизотропии приводит к выполнению закона сохранения энергии в механизмах релаксации с 

участием поперечных фононов (ТТТ), и эти механизмы в длинноволновом приближении 

вносят значительно больший вклад в релаксацию поперечных фононов, чем механизм 
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«только половину его, как и для образцов бесконечной длины. Для область «A»» 
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18. стр128, 11строка снизу: 

«определяют направление волнового вектора фонона, 
3gV  и 

gV  - проекции» 

Заменить на 

 «определяют направление волнового вектора фонона, 
3gV  и 

gzV  - проекции» 

19. стр128,  9строка снизу: 

«соответственно, q  - частота фонона с поляризацией l при учете» 

. (3.7) 

При учете анизотропии спектра фононов эти направления не со-
впадают. Прямой расчет )(qλg и скоростей дрейфа )2,1(u для обоих ва-
риантов с учетом фокусировки фононов дает [23]:

107

Ландау-Румера. Для механизма ТТТ скорость релаксации t
Nν определяется также 

выражением типа (3.6), но c коэффициентом N
TTTB вместо N

TLLB . Итак, в первом варианте N-

процессов скорость дрейфа не зависит от поляризации фононов, а во втором случае закон 

сохранения импульса выполняется для каждой из ветвей фононного спектра. 

Заметим, что в модели изотропной среды направления групповой и фазовой скорости 

совпадают, поэтому диффузионное и дрейфовое слагаемые в функции )(qλg могут быть 

объединены и введена эффективная частота релаксации фононов [94]: 

.)(
)),((

)(1)()(~),(
)(~

)1(
)(

1

)2,1(
2

)2,1(
2

00 −











+=∇

+
−= TB

S
qqqT

Tkq
NN

g N
phphq

B

q

ph

qq

ϕθ
ννν

ω
ν λ

λ
λλλλ

λ
λλ

λ v


q (3.7)

При учете анизотропии спектра фононов эти направления не совпадают. Прямой расчет 

)(qλg и скоростей дрейфа )2,1(u для обоих вариантов с учетом фокусировки фононов дает 

[23]:

)()()(
)),((

)(
)(

)(
)1(

)( )2,1(
00

)2,1( qqqVq drdifN
rrg

B

q

B

qq
B ggTB

S
q

T
q

T
TkqTk

NN
kg λλλ

λ
λ

λ

λ
λλ

λ ϕθ
νω

ν
+=





















∇







+∇









+
−=

 ,

TkTBTk BrB /)()2,1()2,1( ∇−=u . (3.8) 

Коэффициенты )()2,1( TB при учете дисперсии тепловых фононов имеют вид [23]:

λλ

λ

λ

λ

λ
NRNNRN TT ΨΨ=ΨΨ= ∑∑ /)(B,/)(B )2()1( , (3.9)

( ) ( ) ( ) ( ) ,
)2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3
1

0
2

42

0

5
1

1

1

0
2

32

0

4
1

1

dx
zsh

x
ydddx

zsh

xzV
ydd RN

NR
Ngz

N λ

λλ

λ

π
λ

λ

λ

λ

λλπ
λ

ν
ννϕθ

ν
νϕθθ ∫∫∫∫∫∫

−−

=Ψ=Ψ

Tk
x

xzTkq
q

q
Ty

q
q

x
B

qB
T

T

),,(
),,(,,

),(
),,(,

),(
max

max

ϕθω
ϕθ

ϕθ
ϕθ

ϕθ

λ
λ 


==== .

Максимальный волновой вектор ),(max ϕθq определен выражением (1.44). Итак, 

неравновесные функции распределения фононов в трехмодовой модели Каллавея могут быть 

представлены в виде аддитивной суммы диффузионного и дрейфового движения фононов.

3.2. Механизмы релаксации и теплопроводность кристаллов 
кремния

В отличие от ранее выполненных исследований теплопроводности объёмных 

материалов в модели изотропной среды [9,36,91-96] при анализе фононного транспорта в 

монокристаллических образцах Si мы учитываем фокусировку фононов и обусловленную ей 

зависимость теплопроводности от направления теплового потока [I(ψ)] и ориентации 

широкой грани образца относительно осей кристалла {J}. В трехмодовой модели Каллавея её

107

Ландау-Румера. Для механизма ТТТ скорость релаксации t
Nν определяется также 

выражением типа (3.6), но c коэффициентом N
TTTB вместо N

TLLB . Итак, в первом варианте N-

процессов скорость дрейфа не зависит от поляризации фононов, а во втором случае закон 

сохранения импульса выполняется для каждой из ветвей фононного спектра. 

Заметим, что в модели изотропной среды направления групповой и фазовой скорости 

совпадают, поэтому диффузионное и дрейфовое слагаемые в функции )(qλg могут быть 

объединены и введена эффективная частота релаксации фононов [94]: 

.)(
)),((

)(1)()(~),(
)(~

)1(
)(

1

)2,1(
2

)2,1(
2

00 −











+=∇

+
−= TB

S
qqqT

Tkq
NN

g N
phphq

B

q

ph

qq

ϕθ
ννν

ω
ν λ

λ
λλλλ

λ
λλ

λ v


q (3.7)

При учете анизотропии спектра фононов эти направления не совпадают. Прямой расчет 

)(qλg и скоростей дрейфа )2,1(u для обоих вариантов с учетом фокусировки фононов дает 

[23]:

)()()(
)),((

)(
)(

)(
)1(

)( )2,1(
00

)2,1( qqqVq drdifN
rrg

B

q

B

qq
B ggTB

S
q

T
q

T
TkqTk

NN
kg λλλ

λ
λ

λ

λ
λλ

λ ϕθ
νω

ν
+=





















∇







+∇









+
−=

 ,

TkTBTk BrB /)()2,1()2,1( ∇−=u . (3.8) 

Коэффициенты )()2,1( TB при учете дисперсии тепловых фононов имеют вид [23]:

λλ

λ

λ

λ

λ
NRNNRN TT ΨΨ=ΨΨ= ∑∑ /)(B,/)(B )2()1( , (3.9)

( ) ( ) ( ) ( ) ,
)2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3
1

0
2

42

0

5
1

1

1

0
2

32

0

4
1

1

dx
zsh

x
ydddx

zsh

xzV
ydd RN

NR
Ngz

N λ

λλ

λ

π
λ

λ

λ

λ

λλπ
λ

ν
ννϕθ

ν
νϕθθ ∫∫∫∫∫∫

−−

=Ψ=Ψ

Tk
x

xzTkq
q

q
Ty

q
q

x
B

qB
T

T

),,(
),,(,,

),(
),,(,

),(
max

max

ϕθω
ϕθ

ϕθ
ϕθ

ϕθ

λ
λ 


==== .

Максимальный волновой вектор ),(max ϕθq определен выражением (1.44). Итак, 

неравновесные функции распределения фононов в трехмодовой модели Каллавея могут быть 

представлены в виде аддитивной суммы диффузионного и дрейфового движения фононов.

3.2. Механизмы релаксации и теплопроводность кристаллов 
кремния

В отличие от ранее выполненных исследований теплопроводности объёмных 

материалов в модели изотропной среды [9,36,91-96] при анализе фононного транспорта в 

монокристаллических образцах Si мы учитываем фокусировку фононов и обусловленную ей 

зависимость теплопроводности от направления теплового потока [I(ψ)] и ориентации 

широкой грани образца относительно осей кристалла {J}. В трехмодовой модели Каллавея её

(3.8) 

Коэффициенты )()2,1( TB  при учете дисперсии тепловых фононов 
имеют вид [23]:

107

Ландау-Румера. Для механизма ТТТ скорость релаксации t
Nν определяется также 

выражением типа (3.6), но c коэффициентом N
TTTB вместо N

TLLB . Итак, в первом варианте N-

процессов скорость дрейфа не зависит от поляризации фононов, а во втором случае закон 

сохранения импульса выполняется для каждой из ветвей фононного спектра. 

Заметим, что в модели изотропной среды направления групповой и фазовой скорости 

совпадают, поэтому диффузионное и дрейфовое слагаемые в функции )(qλg могут быть 

объединены и введена эффективная частота релаксации фононов [94]: 

.)(
)),((

)(1)()(~),(
)(~

)1(
)(

1

)2,1(
2

)2,1(
2

00 −











+=∇

+
−= TB

S
qqqT

Tkq
NN

g N
phphq

B

q

ph

qq

ϕθ
ννν

ω
ν λ

λ
λλλλ

λ
λλ

λ v


q (3.7)

При учете анизотропии спектра фононов эти направления не совпадают. Прямой расчет 

)(qλg и скоростей дрейфа )2,1(u для обоих вариантов с учетом фокусировки фононов дает 

[23]:

)()()(
)),((

)(
)(

)(
)1(

)( )2,1(
00

)2,1( qqqVq drdifN
rrg

B

q

B

qq
B ggTB

S
q

T
q

T
TkqTk

NN
kg λλλ

λ
λ

λ

λ
λλ

λ ϕθ
νω

ν
+=





















∇







+∇









+
−=

 ,

TkTBTk BrB /)()2,1()2,1( ∇−=u . (3.8) 

Коэффициенты )()2,1( TB при учете дисперсии тепловых фононов имеют вид [23]:

λλ

λ

λ

λ

λ
NRNNRN TT ΨΨ=ΨΨ= ∑∑ /)(B,/)(B )2()1( , (3.9)

( ) ( ) ( ) ( ) ,
)2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3
1

0
2

42

0

5
1

1

1

0
2

32

0

4
1

1

dx
zsh

x
ydddx

zsh

xzV
ydd RN

NR
Ngz

N λ

λλ

λ

π
λ

λ

λ

λ

λλπ
λ

ν
ννϕθ

ν
νϕθθ ∫∫∫∫∫∫

−−

=Ψ=Ψ

Tk
x

xzTkq
q

q
Ty

q
q

x
B

qB
T

T

),,(
),,(,,

),(
),,(,

),(
max

max

ϕθω
ϕθ

ϕθ
ϕθ

ϕθ

λ
λ 


==== .

Максимальный волновой вектор ),(max ϕθq определен выражением (1.44). Итак, 

неравновесные функции распределения фононов в трехмодовой модели Каллавея могут быть 

представлены в виде аддитивной суммы диффузионного и дрейфового движения фононов.

3.2. Механизмы релаксации и теплопроводность кристаллов 
кремния

В отличие от ранее выполненных исследований теплопроводности объёмных 

материалов в модели изотропной среды [9,36,91-96] при анализе фононного транспорта в 

монокристаллических образцах Si мы учитываем фокусировку фононов и обусловленную ей 

зависимость теплопроводности от направления теплового потока [I(ψ)] и ориентации 

широкой грани образца относительно осей кристалла {J}. В трехмодовой модели Каллавея её

107

Ландау-Румера. Для механизма ТТТ скорость релаксации t
Nν определяется также 

выражением типа (3.6), но c коэффициентом N
TTTB вместо N

TLLB . Итак, в первом варианте N-

процессов скорость дрейфа не зависит от поляризации фононов, а во втором случае закон 

сохранения импульса выполняется для каждой из ветвей фононного спектра. 

Заметим, что в модели изотропной среды направления групповой и фазовой скорости 

совпадают, поэтому диффузионное и дрейфовое слагаемые в функции )(qλg могут быть 

объединены и введена эффективная частота релаксации фононов [94]: 

.)(
)),((

)(1)()(~),(
)(~

)1(
)(

1

)2,1(
2

)2,1(
2

00 −











+=∇

+
−= TB

S
qqqT

Tkq
NN

g N
phphq

B

q

ph

qq

ϕθ
ννν

ω
ν λ

λ
λλλλ

λ
λλ

λ v


q (3.7)

При учете анизотропии спектра фононов эти направления не совпадают. Прямой расчет 

)(qλg и скоростей дрейфа )2,1(u для обоих вариантов с учетом фокусировки фононов дает 

[23]:

)()()(
)),((

)(
)(

)(
)1(

)( )2,1(
00

)2,1( qqqVq drdifN
rrg

B

q

B

qq
B ggTB

S
q

T
q

T
TkqTk

NN
kg λλλ

λ
λ

λ

λ
λλ

λ ϕθ
νω

ν
+=





















∇







+∇









+
−=

 ,

TkTBTk BrB /)()2,1()2,1( ∇−=u . (3.8) 

Коэффициенты )()2,1( TB при учете дисперсии тепловых фононов имеют вид [23]:

λλ

λ

λ

λ

λ
NRNNRN TT ΨΨ=ΨΨ= ∑∑ /)(B,/)(B )2()1( , (3.9)

( ) ( ) ( ) ( ) ,
)2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3
1

0
2

42

0

5
1

1

1

0
2

32

0

4
1

1

dx
zsh

x
ydddx

zsh

xzV
ydd RN

NR
Ngz

N λ

λλ

λ

π
λ

λ

λ

λ

λλπ
λ

ν
ννϕθ

ν
νϕθθ ∫∫∫∫∫∫

−−

=Ψ=Ψ

Tk
x

xzTkq
q

q
Ty

q
q

x
B

qB
T

T

),,(
),,(,,

),(
),,(,

),(
max

max

ϕθω
ϕθ

ϕθ
ϕθ

ϕθ

λ
λ 


==== .

Максимальный волновой вектор ),(max ϕθq определен выражением (1.44). Итак, 

неравновесные функции распределения фононов в трехмодовой модели Каллавея могут быть 

представлены в виде аддитивной суммы диффузионного и дрейфового движения фононов.

3.2. Механизмы релаксации и теплопроводность кристаллов 
кремния

В отличие от ранее выполненных исследований теплопроводности объёмных 

материалов в модели изотропной среды [9,36,91-96] при анализе фононного транспорта в 

монокристаллических образцах Si мы учитываем фокусировку фононов и обусловленную ей 

зависимость теплопроводности от направления теплового потока [I(ψ)] и ориентации 

широкой грани образца относительно осей кристалла {J}. В трехмодовой модели Каллавея её

107

Ландау-Румера. Для механизма ТТТ скорость релаксации t
Nν определяется также 

выражением типа (3.6), но c коэффициентом N
TTTB вместо N

TLLB . Итак, в первом варианте N-

процессов скорость дрейфа не зависит от поляризации фононов, а во втором случае закон 

сохранения импульса выполняется для каждой из ветвей фононного спектра. 

Заметим, что в модели изотропной среды направления групповой и фазовой скорости 

совпадают, поэтому диффузионное и дрейфовое слагаемые в функции )(qλg могут быть 

объединены и введена эффективная частота релаксации фононов [94]: 

.)(
)),((

)(1)()(~),(
)(~

)1(
)(

1

)2,1(
2

)2,1(
2

00 −











+=∇

+
−= TB

S
qqqT

Tkq
NN

g N
phphq

B

q

ph

qq

ϕθ
ννν

ω
ν λ

λ
λλλλ

λ
λλ

λ v


q (3.7)

При учете анизотропии спектра фононов эти направления не совпадают. Прямой расчет 

)(qλg и скоростей дрейфа )2,1(u для обоих вариантов с учетом фокусировки фононов дает 

[23]:

)()()(
)),((

)(
)(

)(
)1(

)( )2,1(
00

)2,1( qqqVq drdifN
rrg

B

q

B

qq
B ggTB

S
q

T
q

T
TkqTk

NN
kg λλλ

λ
λ

λ

λ
λλ

λ ϕθ
νω

ν
+=





















∇







+∇









+
−=

 ,

TkTBTk BrB /)()2,1()2,1( ∇−=u . (3.8) 

Коэффициенты )()2,1( TB при учете дисперсии тепловых фононов имеют вид [23]:

λλ

λ

λ

λ

λ
NRNNRN TT ΨΨ=ΨΨ= ∑∑ /)(B,/)(B )2()1( , (3.9)

( ) ( ) ( ) ( ) ,
)2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3
1

0
2

42

0

5
1

1

1

0
2

32

0

4
1

1

dx
zsh

x
ydddx

zsh

xzV
ydd RN

NR
Ngz

N λ

λλ

λ

π
λ

λ

λ

λ

λλπ
λ

ν
ννϕθ

ν
νϕθθ ∫∫∫∫∫∫

−−

=Ψ=Ψ

Tk
x

xzTkq
q

q
Ty

q
q

x
B

qB
T

T

),,(
),,(,,

),(
),,(,

),(
max

max

ϕθω
ϕθ

ϕθ
ϕθ

ϕθ

λ
λ 


==== .

Максимальный волновой вектор ),(max ϕθq определен выражением (1.44). Итак, 

неравновесные функции распределения фононов в трехмодовой модели Каллавея могут быть 

представлены в виде аддитивной суммы диффузионного и дрейфового движения фононов.

3.2. Механизмы релаксации и теплопроводность кристаллов 
кремния

В отличие от ранее выполненных исследований теплопроводности объёмных 

материалов в модели изотропной среды [9,36,91-96] при анализе фононного транспорта в 

монокристаллических образцах Si мы учитываем фокусировку фононов и обусловленную ей 

зависимость теплопроводности от направления теплового потока [I(ψ)] и ориентации 

широкой грани образца относительно осей кристалла {J}. В трехмодовой модели Каллавея её

 (3.9)

 
Максимальный волновой вектор ),(max ϕθq  определен выражени-

ем (1.44). Итак, неравновесные функции распределения фононов в 
трехмодовой модели Каллавея могут быть представлены в виде адди-
тивной суммы диффузионного и дрейфового движения фононов.

3.2. мехАнИзмы РеЛАксАцИИ И 
ТеПЛоПРоВодносТь кРИсТАЛЛоВ кРемнИя

В отличие от ранее выполненных исследований теплопроводности 
объёмных материалов в модели изотропной среды [9,36,91-96] при ана-



128 Глава 2. Времена релаксации фононов при диффузном рассеянии Глава 3. Анизотропия и температурные зависимости теплопроводности 

лизе фононного транспорта в монокристаллических образцах Si мы 
учитываем фокусировку фононов и обусловленную ей зависимость те-
плопроводности от направления теплового потока [I(ψ)] и ориентации 
широкой грани образца относительно осей кристалла {J}. В трехмодо-
вой модели Каллавея её можно представить в виде аддитивной суммы 
диффузионного 

108

можно представить в виде аддитивной суммы диффузионного }{
)]([

J
Idif ψκ и дрейфового }{

)]([
J
Idr ψκ

вкладов [23]:

( )
( )

,
)2/(

)cos(
)2(4

)(
1

0
2}{

)]([

222
3

2

0

3
1

1
3

3
}{

)]([
dx

zsh
xzV

yddqkT
J

I

gTBJ

Idif ∑ ∫∫∫
−

=
λ λ

λ
ψ

λ
λπ

ψ ν
ϕθ

π
κ (3.10) 

∑∑∑ ΨΨ=Ψ=
λ

λ
ψ

λ

λ
ψψ

λ

λ
ψψψ π

κ }{
)]([

}{
)]([

}{
)]([

}{
)]([

}{
)]([3

3
}{

)]([ /)(,)()(
)2(12

)( J
INR

J
IN

J
I

J
IN

J
I

TBJ
Idr TBTTBqkT , (3.11)

( ) ( )
dx

zsh
x

ydddx
zsh
zxV

ydd J
I

J
IRNJ

INRJ
I

NgzJ
IN }{

)]([

}{
)]([

1

0
2

42

0

5
1

1

}{
)]([}{

)]([

1

0
2

32

0

4
1

1

}{
)]([ )2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3 λ
ψ

λ
ψ

λ

λ

π
λ

ψλ
ψ

λ

λ

λ
λπ

λ
ψ ν

νν
ϕθ

ν
ν

ϕθθ ∫∫∫∫∫∫
−−

=Ψ=Ψ .

Здесь Tkz Bq /λ
λ ω= ,



Tkq
q

qTy
q
q

x B
T

T

=== ,),(),,(,
),(

max

max

ϕθϕθ
ϕθ

, ),(max ϕθq - максимальный 

волновой вектор (см. формулу (1.44)), углы ),( ϕθ определяют направление волнового 

вектора фонона, λ
3gV и λ

gzV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры и ось Z, соответственно, λωq - частота фонона с поляризацией λ при учете 

дисперсии тепловых фононов, )()(}{
)]([

}{
)]([ qq N

I
RJ

I
J

λλ
ψ

λ
ψ ννν += – полная скорость релаксации 

фононов. Скорости релаксации фононов в резистивных }{
)]([

J
RI

λ
ψν и нормальных )(qN

λν

процессах релаксации определены в разделе 3.1. Резистивные процессы рассеяния приводят 

к диффузионному вкладу в теплопроводность, а нормальные процессы фонон-фононного 

рассеяния обеспечивают дрейфовый вклад в теплопроводность. Для расчета температурных 

зависимостей теплопроводности объёмных образцов кремния используется 

аппроксимационный спектр фононов [63] (см. раздел 1.2). При этом спектр фононов для 

симметричных направлений, определенный из данных по неупругому рассеянию нейтронов 

[61,62], аппроксимировался полиномом седьмой степени по приведенному волновому 

вектору фонона x, а при экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось 

разложение по кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 

кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фокусировки фононов при 

переходе от длинноволнового 1<<x к коротковолновому пределу ( 1~x ). В длинноволновом 

пределе 1<<x она переходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 

спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS (см. (1.28)).

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имеющих прямоугольное 

сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ширина). Для образцов с квадратным сечением 

μ = 1. Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности 

монокристаллических образцов достаточно выразить ориентационные параметры через 

 и дрейфового 

108

можно представить в виде аддитивной суммы диффузионного }{
)]([

J
Idif ψκ и дрейфового }{

)]([
J
Idr ψκ

вкладов [23]:

( )
( )

,
)2/(

)cos(
)2(4

)(
1

0
2}{

)]([

222
3

2

0

3
1

1
3

3
}{

)]([
dx

zsh
xzV

yddqkT
J

I

gTBJ

Idif ∑ ∫∫∫
−

=
λ λ

λ
ψ

λ
λπ

ψ ν
ϕθ

π
κ (3.10) 

∑∑∑ ΨΨ=Ψ=
λ

λ
ψ

λ

λ
ψψ

λ

λ
ψψψ π

κ }{
)]([

}{
)]([

}{
)]([

}{
)]([

}{
)]([3

3
}{

)]([ /)(,)()(
)2(12

)( J
INR

J
IN

J
I

J
IN

J
I

TBJ
Idr TBTTBqkT , (3.11)

( ) ( )
dx

zsh
x

ydddx
zsh
zxV

ydd J
I

J
IRNJ

INRJ
I

NgzJ
IN }{

)]([

}{
)]([

1

0
2

42

0

5
1

1

}{
)]([}{

)]([

1

0
2

32

0

4
1

1

}{
)]([ )2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3 λ
ψ

λ
ψ

λ

λ

π
λ

ψλ
ψ

λ

λ

λ
λπ

λ
ψ ν

νν
ϕθ

ν
ν

ϕθθ ∫∫∫∫∫∫
−−

=Ψ=Ψ .

Здесь Tkz Bq /λ
λ ω= ,



Tkq
q

qTy
q
q

x B
T

T

=== ,),(),,(,
),(

max

max

ϕθϕθ
ϕθ

, ),(max ϕθq - максимальный 

волновой вектор (см. формулу (1.44)), углы ),( ϕθ определяют направление волнового 

вектора фонона, λ
3gV и λ

gzV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры и ось Z, соответственно, λωq - частота фонона с поляризацией λ при учете 

дисперсии тепловых фононов, )()(}{
)]([

}{
)]([ qq N

I
RJ

I
J

λλ
ψ

λ
ψ ννν += – полная скорость релаксации 

фононов. Скорости релаксации фононов в резистивных }{
)]([

J
RI

λ
ψν и нормальных )(qN

λν

процессах релаксации определены в разделе 3.1. Резистивные процессы рассеяния приводят 

к диффузионному вкладу в теплопроводность, а нормальные процессы фонон-фононного 

рассеяния обеспечивают дрейфовый вклад в теплопроводность. Для расчета температурных 

зависимостей теплопроводности объёмных образцов кремния используется 

аппроксимационный спектр фононов [63] (см. раздел 1.2). При этом спектр фононов для 

симметричных направлений, определенный из данных по неупругому рассеянию нейтронов 

[61,62], аппроксимировался полиномом седьмой степени по приведенному волновому 

вектору фонона x, а при экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось 

разложение по кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 

кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фокусировки фононов при 

переходе от длинноволнового 1<<x к коротковолновому пределу ( 1~x ). В длинноволновом 

пределе 1<<x она переходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 

спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS (см. (1.28)).

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имеющих прямоугольное 

сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ширина). Для образцов с квадратным сечением 

μ = 1. Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности 

монокристаллических образцов достаточно выразить ориентационные параметры через 

 вкладов [23]:

108

можно представить в виде аддитивной суммы диффузионного }{
)]([

J
Idif ψκ и дрейфового }{

)]([
J
Idr ψκ

вкладов [23]:

( )
( )

,
)2/(

)cos(
)2(4

)(
1

0
2}{

)]([

222
3

2

0

3
1

1
3

3
}{

)]([
dx

zsh
xzV

yddqkT
J

I

gTBJ

Idif ∑ ∫∫∫
−

=
λ λ

λ
ψ

λ
λπ

ψ ν
ϕθ

π
κ (3.10) 

∑∑∑ ΨΨ=Ψ=
λ

λ
ψ

λ

λ
ψψ

λ

λ
ψψψ π

κ }{
)]([

}{
)]([

}{
)]([

}{
)]([

}{
)]([3

3
}{

)]([ /)(,)()(
)2(12

)( J
INR

J
IN

J
I

J
IN

J
I

TBJ
Idr TBTTBqkT , (3.11)

( ) ( )
dx

zsh
x

ydddx
zsh
zxV

ydd J
I

J
IRNJ

INRJ
I

NgzJ
IN }{

)]([

}{
)]([

1

0
2

42

0

5
1

1

}{
)]([}{

)]([

1

0
2

32

0

4
1

1

}{
)]([ )2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3 λ
ψ

λ
ψ

λ

λ

π
λ

ψλ
ψ

λ

λ

λ
λπ

λ
ψ ν

νν
ϕθ

ν
ν

ϕθθ ∫∫∫∫∫∫
−−

=Ψ=Ψ .

Здесь Tkz Bq /λ
λ ω= ,



Tkq
q

qTy
q
q

x B
T

T

=== ,),(),,(,
),(

max

max

ϕθϕθ
ϕθ

, ),(max ϕθq - максимальный 

волновой вектор (см. формулу (1.44)), углы ),( ϕθ определяют направление волнового 

вектора фонона, λ
3gV и λ

gzV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры и ось Z, соответственно, λωq - частота фонона с поляризацией λ при учете 

дисперсии тепловых фононов, )()(}{
)]([

}{
)]([ qq N

I
RJ

I
J

λλ
ψ

λ
ψ ννν += – полная скорость релаксации 

фононов. Скорости релаксации фононов в резистивных }{
)]([

J
RI

λ
ψν и нормальных )(qN

λν

процессах релаксации определены в разделе 3.1. Резистивные процессы рассеяния приводят 

к диффузионному вкладу в теплопроводность, а нормальные процессы фонон-фононного 

рассеяния обеспечивают дрейфовый вклад в теплопроводность. Для расчета температурных 

зависимостей теплопроводности объёмных образцов кремния используется 

аппроксимационный спектр фононов [63] (см. раздел 1.2). При этом спектр фононов для 

симметричных направлений, определенный из данных по неупругому рассеянию нейтронов 

[61,62], аппроксимировался полиномом седьмой степени по приведенному волновому 

вектору фонона x, а при экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось 

разложение по кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 

кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фокусировки фононов при 

переходе от длинноволнового 1<<x к коротковолновому пределу ( 1~x ). В длинноволновом 

пределе 1<<x она переходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 

спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS (см. (1.28)).

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имеющих прямоугольное 

сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ширина). Для образцов с квадратным сечением 

μ = 1. Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности 

монокристаллических образцов достаточно выразить ориентационные параметры через 

           (3.10) 

108

можно представить в виде аддитивной суммы диффузионного }{
)]([

J
Idif ψκ и дрейфового }{

)]([
J
Idr ψκ

вкладов [23]:

( )
( )

,
)2/(

)cos(
)2(4

)(
1

0
2}{

)]([

222
3

2

0

3
1

1
3

3
}{

)]([
dx

zsh
xzV

yddqkT
J

I

gTBJ

Idif ∑ ∫∫∫
−

=
λ λ

λ
ψ

λ
λπ

ψ ν
ϕθ

π
κ (3.10) 

∑∑∑ ΨΨ=Ψ=
λ

λ
ψ

λ

λ
ψψ

λ

λ
ψψψ π

κ }{
)]([

}{
)]([

}{
)]([

}{
)]([

}{
)]([3

3
}{

)]([ /)(,)()(
)2(12

)( J
INR

J
IN

J
I

J
IN

J
I

TBJ
Idr TBTTBqkT , (3.11)

( ) ( )
dx

zsh
x

ydddx
zsh
zxV

ydd J
I

J
IRNJ

INRJ
I

NgzJ
IN }{

)]([

}{
)]([

1

0
2

42

0

5
1

1

}{
)]([}{

)]([

1

0
2

32

0

4
1

1

}{
)]([ )2/(

)(cos,
)2/(

)(coscos3 λ
ψ

λ
ψ

λ

λ

π
λ

ψλ
ψ

λ

λ

λ
λπ

λ
ψ ν

νν
ϕθ

ν
ν

ϕθθ ∫∫∫∫∫∫
−−

=Ψ=Ψ .

Здесь Tkz Bq /λ
λ ω= ,



Tkq
q

qTy
q
q

x B
T

T

=== ,),(),,(,
),(

max

max

ϕθϕθ
ϕθ

, ),(max ϕθq - максимальный 

волновой вектор (см. формулу (1.44)), углы ),( ϕθ определяют направление волнового 

вектора фонона, λ
3gV и λ

gzV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры и ось Z, соответственно, λωq - частота фонона с поляризацией λ при учете 

дисперсии тепловых фононов, )()(}{
)]([

}{
)]([ qq N

I
RJ

I
J

λλ
ψ

λ
ψ ννν += – полная скорость релаксации 

фононов. Скорости релаксации фононов в резистивных }{
)]([

J
RI

λ
ψν и нормальных )(qN

λν
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рассеяния обеспечивают дрейфовый вклад в теплопроводность. Для расчета температурных 

зависимостей теплопроводности объёмных образцов кремния используется 

аппроксимационный спектр фононов [63] (см. раздел 1.2). При этом спектр фононов для 

симметричных направлений, определенный из данных по неупругому рассеянию нейтронов 

[61,62], аппроксимировался полиномом седьмой степени по приведенному волновому 

вектору фонона x, а при экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось 

разложение по кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 

кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фокусировки фононов при 

переходе от длинноволнового 1<<x к коротковолновому пределу ( 1~x ). В длинноволновом 

пределе 1<<x она переходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 

спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS (см. (1.28)).

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имеющих прямоугольное 

сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ширина). Для образцов с квадратным сечением 

μ = 1. Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности 

монокристаллических образцов достаточно выразить ориентационные параметры через 
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[61,62], аппроксимировался полиномом седьмой степени по приведенному волновому 

вектору фонона x, а при экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось 

разложение по кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 

кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фокусировки фононов при 

переходе от длинноволнового 1<<x к коротковолновому пределу ( 1~x ). В длинноволновом 

пределе 1<<x она переходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 

спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS (см. (1.28)).

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имеющих прямоугольное 

сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ширина). Для образцов с квадратным сечением 

μ = 1. Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности 

монокристаллических образцов достаточно выразить ориентационные параметры через 
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процессах релаксации определены в разделе 3.1. Резистивные процессы рассеяния приводят 

к диффузионному вкладу в теплопроводность, а нормальные процессы фонон-фононного 

рассеяния обеспечивают дрейфовый вклад в теплопроводность. Для расчета температурных 

зависимостей теплопроводности объёмных образцов кремния используется 

аппроксимационный спектр фононов [63] (см. раздел 1.2). При этом спектр фононов для 

симметричных направлений, определенный из данных по неупругому рассеянию нейтронов 

[61,62], аппроксимировался полиномом седьмой степени по приведенному волновому 

вектору фонона x, а при экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось 

разложение по кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 

кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фокусировки фононов при 

переходе от длинноволнового 1<<x к коротковолновому пределу ( 1~x ). В длинноволновом 

пределе 1<<x она переходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 

спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS (см. (1.28)).

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имеющих прямоугольное 

сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ширина). Для образцов с квадратным сечением 

μ = 1. Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности 

монокристаллических образцов достаточно выразить ориентационные параметры через 
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процессах релаксации определены в разделе 3.1. Резистивные процессы рассеяния приводят 

к диффузионному вкладу в теплопроводность, а нормальные процессы фонон-фононного 

рассеяния обеспечивают дрейфовый вклад в теплопроводность. Для расчета температурных 

зависимостей теплопроводности объёмных образцов кремния используется 

аппроксимационный спектр фононов [63] (см. раздел 1.2). При этом спектр фононов для 

симметричных направлений, определенный из данных по неупругому рассеянию нейтронов 

[61,62], аппроксимировался полиномом седьмой степени по приведенному волновому 

вектору фонона x, а при экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось 

разложение по кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 

кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фокусировки фононов при 

переходе от длинноволнового 1<<x к коротковолновому пределу ( 1~x ). В длинноволновом 

пределе 1<<x она переходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 

спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS (см. (1.28)).

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имеющих прямоугольное 

сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ширина). Для образцов с квадратным сечением 

μ = 1. Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности 

монокристаллических образцов достаточно выразить ориентационные параметры через 
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процессах релаксации определены в разделе 3.1. Резистивные процессы рассеяния приводят 

к диффузионному вкладу в теплопроводность, а нормальные процессы фонон-фононного 

рассеяния обеспечивают дрейфовый вклад в теплопроводность. Для расчета температурных 

зависимостей теплопроводности объёмных образцов кремния используется 

аппроксимационный спектр фононов [63] (см. раздел 1.2). При этом спектр фононов для 

симметричных направлений, определенный из данных по неупругому рассеянию нейтронов 

[61,62], аппроксимировался полиномом седьмой степени по приведенному волновому 

вектору фонона x, а при экстраполяции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось 

разложение по кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 

кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фокусировки фононов при 
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пределе 1<<x она переходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 

спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS (см. (1.28)).

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имеющих прямоугольное 

сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ширина). Для образцов с квадратным сечением 

μ = 1. Для учета влияния фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности 

монокристаллических образцов достаточно выразить ориентационные параметры через 
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14.а стр105, 1 строка снизу заменить «область» на «области» 

«только половину его, как и для образцов бесконечной длины. Для область «A»» 

Заменить на 

 «только половину его, как и для образцов бесконечной длины. Для области «A»» 

14.б стр115, 16 строка сверху, уменьшить размер индексов у «» 

15. стр118, 3 строка сверху: 

«отношение 7.1: }100{
]110[

}100{
]100[   (рис. 2.8а, кривая 1a). Из рисунка» 

Заменить на 

 «отношение 57.1: }100{
]110[

}100{
]100[   (рис. 2.8а, кривая 1a). Из рисунка» 

16. стр125, формула (3.2): 

«   ),1(1exp 000

1
















 













qq

B
q

B

q NN
Tk

N
Tk

N ququ
uq,  » 

Заменить на 

«   ),1(1exp 000

1

























 















qq

B
q

B

q NN
Tk

N
Tk

N
ququ

uq,
 » 
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18. стр128, 11строка снизу: 

«определяют направление волнового вектора фонона, 
3gV  и 

gV  - проекции» 

Заменить на 

 «определяют направление волнового вектора фонона, 
3gV  и 

gzV  - проекции» 

19. стр128,  9строка снизу: 

«соответственно, q  - частота фонона с поляризацией l при учете» 
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фононов [63] (см. раздел 1.2). При этом спектр фононов для симме-
тричных направлений, определенный из данных по неупругому рассе-
янию нейтронов [61,62], аппроксимировался полиномом седьмой сте-
пени по приведенному волновому вектору фонона x, а при экстраполя-
ции спектра на всю зону Бриллюэна, использовалось разложение по 
кубическим гармоникам (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация сохраняет 
кубическую симметрию, и позволяет анализировать изменение фоку-
сировки фононов при переходе от длинноволнового x << 1 к коротко-
волновому пределу ( 1~x ). В длинноволновом пределе x << 1 она пере-
ходит в модель анизотропного континуума, в которой анизотропия 
спектра определяется фазовой скоростью ),(0 ϕθλS  (см. (1.28)).

Рис. 3.2. Схема, иллюстрирующая изменение угла ψ при вращении градиента 
температуры: (а) - в плоскости грани куба ZY ({J}={100}) и (б) - в диагональной 

плоскости ({J}={110}). λ
1gV , λ

2gV  и λ
3gV  - компоненты групповой скорости

Проанализируем фононный транспорт в образцах длины L, имею-
щих прямоугольное сечение со сторонами D (толщина) и W= μD (ши-
рина). Для образцов с квадратным сечением μ = 1. Для учета влияния 
фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокри-
сталлических образцов достаточно выразить ориентационные параме-
тры через компоненты групповой скорости. Этими параметрами явля-
ются направление потока тепла [I(ψ)] и ориентация плоскости {J}, в 
которой угол ψ отсчитывается от оси Z. 
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Для этого рассмотрим вращение потока тепла в двух симметричных 
плоскостях: (1) широкая грань образца совпадает с плоскостью грани 
куба YZ {J}={100}, (2) широкая грань образца совпадает с диагональной 
плоскостью {J}={110} (см. рис. 3.2). Определим систему координат, свя-
занную с образцом: ось «3» направим вдоль оси образца, которое совпа-
дает с направлением теплового потока. Ось «1» (ось вращения) направим 
перпендикулярно широкой грани образца или одной из граней для образ-
цов с квадратным сечением. Она определяет ориентацию плоскости {J}. 
Ось «2» направим перпендикулярно узкой грани образца. Учтем, что 
спектр фононов определен в системе координат по ребрам куба. Тогда 
компоненты групповой скорости фононов в принятой системе координат 
для рассматриваемых случаев могут быть представлены в виде: 
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Рис. 3.2. Схема, иллюстрирующая изменение угла ψ при вращении градиента температуры: 
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2gV и λ
3gV - компоненты групповой скорости.

Из рисунка 3.2 видно, что для сечения кубического кристалла {J} зависимость направления 

потока тепла от угла ψ определяется компонентой групповой скорости λ
3gV . Проекция 

компоненты λ
1gV не зависит от угла ψ, поскольку является осью вращения. Она определяет 
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Рис. 3.2. Схема, иллюстрирующая изменение угла ψ при вращении градиента температуры: 
(а) - в плоскости грани куба ZY ({J}={100}) и (б) - в диагональной плоскости ({J}={110}). 
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1313.2. Механизмы релаксации и теплопроводность кристаллов кремния
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Для потока тепла в направлении [I(ψ)], где угол ψ отсчитывается от оси Z в плоскости {J}

она может быть представлена в следующем виде [22]:
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Зависимости теплопроводности от направления градиента температуры [I(ψ)] и ориентации 

боковых граней образца относительно осей кристалла {J} определяются величинами 

компонент групповой скорости фононов. Они входят непосредственно в теплопроводность и 

в скорости релаксации }{
)]([
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Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом беспорядке в 

кубических кристаллах, согласно [101-104], имеет вид:
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Здесь V0 — объем, приходящийся на один атом, g - фактор изотопического беспорядка

( )∑ ∆=
i

ii MMCg 2/ , где MMM i −=∆ , iM — масса i-го изотопа, ∑= i iiMCM — средняя 

масса изотопной композиции, а Ci — концентрация i-го изотопа, ( )ωD - плотность 

фононных состояний, V – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума 

выражение (3.17) можно представить в виде [104]:
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Величина параметра изотопического беспорядка 102.01 -4⋅=g для Sinat с природным 

составом изотопов. При учете дисперсии фононов плотность фононных состояний D(ω) 

может быть определена из вида аппроксимационного спектра (см. раздел 1.2). 

Выражение для скорости релаксации фононов в процессах переброса, согласно 

[9,36,38,91,94-97], имеет вид 









−⋅⋅⋅=
T
CTzA U

UU

λ

λ
λλν exp32 . (3.19)

 и 

111

при выполнении неравенств 01321 / kVVиVV gggg ≥> λλλλµ или λλµ 21 gg VV < и µλλ // 023 kVV gg ≥ .

При выполнении противоположных неравенств имеем:

( )
( )

( )
( )













<>
−

<<
−

== ∞

.если,
3

6

;если,
3

6

),,(),,(
0

2312
12

2
2

01312
21

2
1

}{
][

}{
][

µ
µ

µµ

µ
µ

µ

ϕθνϕθν
λλ

λλ

λ

λλ
λλ

λ

λλ

kVVиVV
VV

V
D

kVVиVV
VV

V
D

xx

gggg
gg

g

gggg
gg

g

J
IB

J
IB

(3.16)
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Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом беспорядке в 

кубических кристаллах, согласно [101-104], имеет вид:
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Здесь V0 — объем, приходящийся на один атом, g - фактор изотопического беспорядка
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ii MMCg 2/ , где MMM i −=∆ , iM — масса i-го изотопа, ∑= i iiMCM — средняя 

масса изотопной композиции, а Ci — концентрация i-го изотопа, ( )ωD - плотность 

фононных состояний, V – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума 

выражение (3.17) можно представить в виде [104]:
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Величина параметра изотопического беспорядка 102.01 -4⋅=g для Sinat с природным 

составом изотопов. При учете дисперсии фононов плотность фононных состояний D(ω) 

может быть определена из вида аппроксимационного спектра (см. раздел 1.2). 

Выражение для скорости релаксации фононов в процессах переброса, согласно 

[9,36,38,91,94-97], имеет вид 
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Зависимости теплопроводности от направления градиента температуры [I(ψ)] и ориентации 

боковых граней образца относительно осей кристалла {J} определяются величинами 
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Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом беспорядке в 
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Здесь V0 — объем, приходящийся на один атом, g - фактор изотопического беспорядка

( )∑ ∆=
i

ii MMCg 2/ , где MMM i −=∆ , iM — масса i-го изотопа, ∑= i iiMCM — средняя 

масса изотопной композиции, а Ci — концентрация i-го изотопа, ( )ωD - плотность 

фононных состояний, V – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума 

выражение (3.17) можно представить в виде [104]:
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Величина параметра изотопического беспорядка 102.01 -4⋅=g для Sinat с природным 

составом изотопов. При учете дисперсии фононов плотность фононных состояний D(ω) 

может быть определена из вида аппроксимационного спектра (см. раздел 1.2). 

Выражение для скорости релаксации фононов в процессах переброса, согласно 

[9,36,38,91,94-97], имеет вид 









−⋅⋅⋅=
T
CTzA U

UU

λ

λ
λλν exp32 . (3.19)

(3.16)

Зависимости теплопроводности от направления градиента темпе-
ратуры [I(y)] и ориентации боковых граней образца относительно осей 
кристалла {J} определяются величинами компонент групповой скоро-
сти фононов. Они входят непосредственно в теплопроводность и в ско-
рости релаксации 
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боковых граней образца относительно осей кристалла {J} определяются величинами 

компонент групповой скорости фононов. Они входят непосредственно в теплопроводность и 
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Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом беспорядке в 

кубических кристаллах, согласно [101-104], имеет вид:
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Здесь V0 — объем, приходящийся на один атом, g - фактор изотопического беспорядка
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ii MMCg 2/ , где MMM i −=∆ , iM — масса i-го изотопа, ∑= i iiMCM — средняя 

масса изотопной композиции, а Ci — концентрация i-го изотопа, ( )ωD - плотность 

фононных состояний, V – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума 

выражение (3.17) можно представить в виде [104]:
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Величина параметра изотопического беспорядка 102.01 -4⋅=g для Sinat с природным 

составом изотопов. При учете дисперсии фононов плотность фононных состояний D(ω) 

может быть определена из вида аппроксимационного спектра (см. раздел 1.2). 

Выражение для скорости релаксации фононов в процессах переброса, согласно 

[9,36,38,91,94-97], имеет вид 
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Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом 

беспорядке в кубических кристаллах, согласно [101-104], имеет вид:

Заменить на 

 «соответственно, q  - частота фонона с поляризацией  при учете» 

20. стр.132 

Исправить формулу (3.17): 
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20а. стр139, Строки 2 и 5 снизу; стр. 140, Строки 4 и 6 сверху 

уменьшить верхний индекс у «Si28» 

21. стр146,  таблица 3.2: 

исправить дефект оформление  таблицы, убрать ссылку [19]. 

22. стр151,  строка 3 снизу: 

Убрать абзац 

23. стр157,  строка 15-16 сверху: 

«фононов на границах средние длины пробега L, а также длины пробега Ll фононов с 

поляризацией l в пленках определены в работах [27]. При учете фокусировки» 

Заменить на 

 «фононов на границах средние длины пробега , а также длины пробега  фононов с 

поляризацией  в пленках определены в работах [27]. При учете фокусировки» 

24. стр158,  формула (4.4) убрать повторяющийся номер формулы на этой 

странице он есть на стр. 159 : 

25. стр164, подпись к таблице 4.1: 

«Приведенные длины Казимира 
 )]([

~
IС  и )]([

~
IС  в стержнях с квадратным сечением 

для симметричных направлений [I(y)] [27]» 

Заменить на  

«Приведенные длины Казимира 
 )]([

~
IС  и )]([

~
IС  в стержнях с квадратным сечением 

для симметричных направлений [I()] [27]» 

26. стр165,  строка 6 снизу: 

.(3.17)

Здесь V0 ‒ объем, приходящийся на один атом, g ‒ фактор изотопи-

ческого беспорядка ( )∑ ∆=
i

ii MMCg 2/ , где MMM i −=∆ , iM  ‒ мас-

са i-го изотопа, ∑= i iiMCM  ‒ средняя масса изотопной композиции, а 
Ci ‒ концентрация i-го изотопа, ( )ωD  ‒ плотность фононных состоя-
ний, V – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума 
выражение (3.17) можно представить в виде [104]: 

111

при выполнении неравенств 01321 / kVVиVV gggg ≥> λλλλµ или λλµ 21 gg VV < и µλλ // 023 kVV gg ≥ .

При выполнении противоположных неравенств имеем:

( )
( )

( )
( )













<>
−

<<
−

== ∞

.если,
3

6

;если,
3

6

),,(),,(
0

2312
12

2
2

01312
21

2
1

}{
][

}{
][

µ
µ

µµ

µ
µ

µ

ϕθνϕθν
λλ

λλ

λ

λλ
λλ

λ

λλ

kVVиVV
VV

V
D

kVVиVV
VV

V
D

xx

gggg
gg

g

gggg
gg

g

J
IB

J
IB

(3.16)

Зависимости теплопроводности от направления градиента температуры [I(ψ)] и ориентации 

боковых граней образца относительно осей кристалла {J} определяются величинами 

компонент групповой скорости фононов. Они входят непосредственно в теплопроводность и 

в скорости релаксации }{
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Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом беспорядке в 

кубических кристаллах, согласно [101-104], имеет вид:
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Здесь V0 — объем, приходящийся на один атом, g - фактор изотопического беспорядка
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масса изотопной композиции, а Ci — концентрация i-го изотопа, ( )ωD - плотность 

фононных состояний, V – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума 

выражение (3.17) можно представить в виде [104]:
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Величина параметра изотопического беспорядка 102.01 -4⋅=g для Sinat с природным 

составом изотопов. При учете дисперсии фононов плотность фононных состояний D(ω) 

может быть определена из вида аппроксимационного спектра (см. раздел 1.2). 

Выражение для скорости релаксации фононов в процессах переброса, согласно 

[9,36,38,91,94-97], имеет вид 
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Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом беспорядке в 

кубических кристаллах, согласно [101-104], имеет вид:

( ) ( ) ( )∑ −==
22

2211111111

1,
6

),( 2
011

λ
λλλλλ ωωδωωωπλν

q
qqqqqiso V

DDgVq . (3.17)

Здесь V0 — объем, приходящийся на один атом, g - фактор изотопического беспорядка

( )∑ ∆=
i

ii MMCg 2/ , где MMM i −=∆ , iM — масса i-го изотопа, ∑= i iiMCM — средняя 

масса изотопной композиции, а Ci — концентрация i-го изотопа, ( )ωD - плотность 

фононных состояний, V – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума 

выражение (3.17) можно представить в виде [104]:

( ) ( ) ( ) 3
0

404

12
, −

=⋅≅ λλ
λ

λ

π
ν SkgVAzTA Bisoisoiso  , ( ) ( )( )∫

−−
Ω=

3
0

3
0 ,

4
1 ϕθ
π

λλ SdS , (3.18)

.
;
;

;

если
если
если
если

,0
,04.0
,21.0
,46.0

max

max
1

max

1
max

2
max

2
max

1

21

L

Lt

tt

t

L
iso

t
iso

L
iso

t
iso

t
iso

L
iso

iso A
AA
AAA

A

ωω
ωωω
ωωω

ωω

>
≤<
≤<

≤











=
=+
=++

=

Величина параметра изотопического беспорядка 102.01 -4⋅=g для Sinat с природным 

составом изотопов. При учете дисперсии фононов плотность фононных состояний D(ω) 

может быть определена из вида аппроксимационного спектра (см. раздел 1.2). 

Выражение для скорости релаксации фононов в процессах переброса, согласно 

[9,36,38,91,94-97], имеет вид 









−⋅⋅⋅=
T
CTzA U

UU

λ

λ
λλν exp32 . (3.19)

(3.18)

111

при выполнении неравенств 01321 / kVVиVV gggg ≥> λλλλµ или λλµ 21 gg VV < и µλλ // 023 kVV gg ≥ .

При выполнении противоположных неравенств имеем:

( )
( )

( )
( )













<>
−

<<
−

== ∞

.если,
3

6

;если,
3

6

),,(),,(
0

2312
12

2
2

01312
21

2
1

}{
][

}{
][

µ
µ

µµ

µ
µ

µ

ϕθνϕθν
λλ

λλ

λ

λλ
λλ

λ

λλ

kVVиVV
VV

V
D

kVVиVV
VV

V
D

xx

gggg
gg

g

gggg
gg

g

J
IB

J
IB

(3.16)

Зависимости теплопроводности от направления градиента температуры [I(ψ)] и ориентации 

боковых граней образца относительно осей кристалла {J} определяются величинами 

компонент групповой скорости фононов. Они входят непосредственно в теплопроводность и 

в скорости релаксации }{
)]([

J
IB

λ
ψν .

Выражение для скорости релаксации фононов на изотопическом беспорядке в 

кубических кристаллах, согласно [101-104], имеет вид:

( ) ( ) ( )∑ −==
22

2211111111

1,
6

),( 2
011

λ
λλλλλ ωωδωωωπλν

q
qqqqqiso V

DDgVq . (3.17)

Здесь V0 — объем, приходящийся на один атом, g - фактор изотопического беспорядка

( )∑ ∆=
i

ii MMCg 2/ , где MMM i −=∆ , iM — масса i-го изотопа, ∑= i iiMCM — средняя 

масса изотопной композиции, а Ci — концентрация i-го изотопа, ( )ωD - плотность 

фононных состояний, V – нормировочный объем. В модели анизотропного континуума 

выражение (3.17) можно представить в виде [104]:

( ) ( ) ( ) 3
0

404

12
, −

=⋅≅ λλ
λ

λ

π
ν SkgVAzTA Bisoisoiso  , ( ) ( )( )∫

−−
Ω=

3
0

3
0 ,

4
1 ϕθ
π

λλ SdS , (3.18)

.
;
;

;

если
если
если
если

,0
,04.0
,21.0
,46.0

max

max
1

max

1
max

2
max

2
max

1

21

L

Lt

tt

t

L
iso

t
iso

L
iso

t
iso

t
iso

L
iso

iso A
AA
AAA

A

ωω
ωωω
ωωω

ωω

>
≤<
≤<

≤











=
=+
=++

=

Величина параметра изотопического беспорядка 102.01 -4⋅=g для Sinat с природным 

составом изотопов. При учете дисперсии фононов плотность фононных состояний D(ω) 

может быть определена из вида аппроксимационного спектра (см. раздел 1.2). 

Выражение для скорости релаксации фононов в процессах переброса, согласно 

[9,36,38,91,94-97], имеет вид 









−⋅⋅⋅=
T
CTzA U

UU

λ

λ
λλν exp32 . (3.19)



1333.2. Механизмы релаксации и теплопроводность кристаллов кремния

Величина параметра изотопического беспорядка g = 2.01·10-4 для 
Sinat с природным составом изотопов. При учете дисперсии фононов 
плотность фононных состояний D(ω) может быть определена из вида 
аппроксимационного спектра (см. раздел 1.2). 

Выражение для скорости релаксации фононов в процессах пере-
броса, согласно [9,36,38,91,94-97], имеет вид 
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Параметры ангармонического рассеяния λ
UA , λ

UC  для скорости ре-
лаксации фононов в процессах переброса являются подгоночными па-
раметрами. Они определятся из сопоставления результатов расчета 
температурнных зависимостей теплопроводности с эксперименталь-
ными данными. Согласно общепринятым представлениям [9,36,97] ос-
новными механизмами N-процессов рассеяния в кристаллах Si являют-
ся механизмы релаксации Херринга [38] для продольных фононов и 
механизм Ландау-Румера [98] для поперечных фононов (см. формулы 
(3.5) и (3.6)). В этих процессах импульс фононов перераспределяется 
между различными колебательными ветвями, поэтому мы будем поль-
зоваться первым вариантом N-процессов рассеяния для нахождения 
скоростей дрейфа (см. формулы (3.8)). Из сопоставления результатов 
расчета температурнных зависимостей теплопроводности с экспери-
ментальными данными [19] получены параметры, определяющие ско-
рости релаксации фононов в ангармонических процессах фонон-фо-
нонного рассеяния (таблица 3.1).

Таблица 3.1 
Параметры, определяющие скорости релаксации фононов в ангармо-
нических процессах фонон-фононного рассеяния для кристаллов Si, 

Aiso = 0.46 K−4 с−1.
L
NA , K-5с-1 t

NA , K-5с-1 L
uA , K-3с-1 t

uA , K-3с-1 L
uC , К t

uC , К
0.8 2.0·10-3 2.0·103 0.70·103 310 98

При значениях подгоночных параметров для кристаллов Si в та-
блице 3.1 частота релаксации поперечных фононов в N-процессах на 
два порядка меньше, чем для продольных. Нетрудно убедиться, что во 
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всей температурной области для поперечных фононов выполняется не-
равенство )()( qq t

R
t
N νν << , и их вклад в теплопроводность определяет-

ся диффузионным движением. Для продольных фононов отношение 
скоростей релаксации 1/ <LR

L
N νν  в интервале температур 1<T<12 K 

меньше единицы, однако при более высоких температурах оно оказы-
вается больше единицы. Поэтому для них необходимо оценить вклад 
дрейфового движения фононов в теплопроводность аналогично тому, 
как это сделано в работах [94].

3.3. АнАЛИз ТемПеРАТуРных зАВИсИмосТей 
ТеПЛоПРоВодносТИ дЛя обРАзцоВ кРемнИя с 
кВАдРАТным И ПРямоугоЛьным сеченИямИ

Ниже приведены результаты расчёта теплопроводности κ(T), со-
гласно формулам (3.10)-(3.19), для образцов кремния конечной длины с 
квадратным и прямоугольным сечениями, исследованных в работе 
[19]. Для граничного рассеяния подгоночные параметры не использо-
вались. Подгонка результатов осуществлялась вариацией параметров 
ангармонических процессов рассеяния для того, чтобы добиться наи-
лучшего совпадения результатов расчёта κ(T) и экспериментальных 
данных в области максимума κ(T). Расчетные параметры, полученные 
с использованием результатов работ [91,94-97,85], приведены в табли-
це 3.1. Прежде всего, рассмотрим влияние различных механизмов ре-
лаксации на температурные зависимости теплопроводности кристал-
лов Si для значений подгоночных параметров, приведенных в таблице 
3.1. Для этого возьмем образец с квадратным поперечным сечением 
[19] (D=0.293 см, L=2.9 см) и градиентом температуры вдоль направле-
ния [100]. При самых низких температурах при учете граничного рас-
сеяния ( λλ νν B= ) теплопроводность следует зависимости 3~)( TTκ  
(см. рис. 3.3, кривая 2). 

В низкотемпературной области (T=3 К) рассчитанные значения те-
плопроводности оказались на 4-8% выше экспериментальных значе-
ний. Для объяснения этого расхождения в работах [22,23] была исполь-
зована концепция дефектного поверхностного слоя, предложенная в 
работах [32,87,88]. Однако в работах [20,63] не учитывалось изотопи-
ческое рассеяние, вклад которого при T=3 К составляет 5%. Как видно 
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из рисунка 3.3 (кривая 2), учет изотопического и граничного рассеяния 
( λλλ ννν isoB += ) позволил согласовать результаты расчета температур-
ных зависимостей теплопроводности с экспериментальными данными 
в интервале температур от 3 до 15 K в пределах погрешности экспери-
мента без использования подгоночных параметров. При температурах  

Рис. 3.3. Температурные зависимости теплопроводности кристаллов Si с квадратным 
сечением (L=2.9 см, D=0.293 см) для направления [100] при учете следующих 

механизмов релаксации фононов: (кривая 1) – учет граничного рассеяния, 
кривая 2 – учет граничного рассеяния и рассеяния на изотопическом беспорядке, 
кривая 3 – учет граничного рассеяния, рассеяния на изотопическом беспорядке и 
нормальных процессов фонон-фононного рассеяния, кривая 4 – учет граничного 

рассеяния, рассеяния на изотопическом беспорядке и процессов переброса, 
кривая 5 – учет учете всех механизмов релаксации фононов, символы – 

экспериментальные значения [19].

больших 15 K уже становятся существенными N-процессы фонон-фо-
нонного рассеяния и процессы переброса (см. рис 3.3, кривые 3 и 4). 
Полный учет всех процессов рассеяния с подгоночными параметрами, 
приведенными в таблице 3.1, позволяет согласовать результаты расчета 
с экспериментом [19] во всем измеренном интервале температур вплоть 
до 40 К (см. рис. 3.3, кривая 1). Следует отметить, что главную роль в 
загибе температурной зависимости теплопроводности играют процес-
сы переброса (сравните кривые 3 и 5 на рисунке 3.3). На рисунке 3.4 
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представлены температурные зависимости теплопроводности трех 
одинаковых образцов кремния с квадратным поперечным сечением для 
симметричных направлений теплового потока, рассчитанные с исполь-
зованием вычисленных нами времен релаксации фононов для диффуз-
ного рассеяния на границах.

Рис. 3.4. Температурные зависимости теплопроводности кристаллов кремния с 
квадратным сечением (L=2.9 см, D=0.293 см) для симметричных направлений 

градиента температуры: кривая 1 для направления [100], кривая 2 ‒ для 
направления [110] и кривая 3 ‒ для направления [111]. Символы – 

экспериментальные значения [19]

Как видно из рисунка 3.4, развитая нами теория корректно описы-
вает анизотропию и температурные зависимости теплопроводности 
для образцов кремния с квадратным сечением, т. е. первый из обнару-
женных в работе [19] эффектов. Причем, для всех образцов, имеющих 
различные направления теплового потока относительно кристаллогра-
фических осей, результаты расчета хорошо согласуются с эксперимен-
том в интервале температур от 3 до 15 K без использования подгоноч-
ных параметров (см. рис. 3.4). Максимальная теплопроводность на-
блюдается для образцов с направлением потока тепла вдоль [100], и 
при низких температурах она превышает теплопроводность образцов с 
осью вдоль [110] и [111] соответственно на 36 и 50%. Эти оценки согла-
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суются с экспериментальной анизотропией теплопроводности [19]. Ис-
пользование формул (3.10), (3.11), а также (3.13) – (3.16) для рассеяния 
фононов на границах позволяет удовлетворительно описать второй эф-
фект МакКарди [19] – зависимость величин теплопроводности от ори-
ентации широких граней образца. Из рисунка 3.5 видно, что темпера-
турные зависимости теплопроводности, рассчитанные для двух образ-
цов с прямоугольным сечением, имеющих одинаковые площадь попе-
речного сечения и направление градиента температуры, но различные 
ориентации широких граней образцов, хорошо согласуются с данными 
эксперимента [19] (см. рис. 3.5). При T=3 К для образца с широкой гра-
нью {100} и узкой {110} теплопроводность оказалась на 31% выше, 
чем для образца с широкой гранью {110} и узкой {100}. В пределах

 

Рис. 3.5. Температурные зависимости теплопроводности для образцов с 
прямоугольным сечением (L=3.5 см, D1=0.185 см, D2=μD1=0.638 см, μ=3.45) и 
ориентацией градиента температуры в направлении [110]. Кривая 1 относится 
к образцам с широкой гранью {100}, кривая 2 относится к образцам с широкой 

гранью {110}. Символы – экспериментальные значения [19]

погрешности эксперимента этот результат согласуется с эксперимен-
тальным значением 33%. Отметим, что для образов с прямоугольным 
сечением, как и для образцов с квадратным сечением в интервале тем-
ператур 3 K <T< 15 K отклонение рассчитанных значений κ(T) от экс-
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периментальных данных [19] не превышает погрешности эксперимен-
та. Таким образом, в интервале температур, где доминирует рассеяние 
на границах и изотопическом беспорядке наша теория количественно 
описывает оба эффекта в теплопроводности кристаллов кремния, обна-
руженных в работе МакКарди [19] без использования подгоночных па-
раметров. Эти результаты свидетельствуют, что аналитические реше-
ния для скоростей релаксации фононов при диффузном рассеянии на 
границах, полученные в главе 2, вполне адекватны реальной ситуации 
и могут быть использованы при интерпретации особенностей фонон-
ного транспорта в других полупроводниковых и диэлектрических ма-
териалах.

Экспериментальные данные [19] показывают, что при переходе от 
режима граничного рассеяния к объемным механизмам релаксации 
(выше максимума) анизотропия теплопроводности с повышением тем-
пературы быстро убывает (см. рис. 3.4 и 3.5). Различие эксперимен-
тальных значений κ(T) для симметричных направлений в окрестности 
максимума не превышает 6%, а при T= 40 К их значения в пределах 
погрешности эксперимента совпадают, т.е. эффект фокусировки фоно-
нов уже не сказывается на величинах теплопроводности. Максималь-
ное различие расчитанных и экспериментальных значений [19] имеет 
место в окрестности максимума теплопроводности. Так, например, при 
Tmax=25 K значения теплопроводности оказываются выше на 5%, а в 
направлениях [101] и [111] ниже экспериментальных величин на 4% и 
6%, соответственно. Хотя отклонение от экспериментальных данных в 
окрестности максимума не велико, однако результаты расчета дают 
максимальное значение анизотропии 19%, что заметно больше, чем 
следует из эксперимента. При более высоких температурах анизотро-
пия теплопроводности быстро уменьшается: согласно нашим расчетам 
при T= 60 К она оказывается равной погрешности эксперимента (4%). 
Как уже отмечалось, возможной причиной расхождения с эксперимен-
тальными данными в области маскимума является использование пра-
вила Маттиссена при переходе от граничного рассеяния к объемному. 
Это приближение дает слишком медленное уменьшение анизотропии 
теплопроводности, связанное с фокусировкой и, видимо, не является 
достаточно точной процедурой в данном случае. 

Херринг [38,105], анализируя роль низкоэнергетических фононов 
в теплопроводности и термоэдс монокристаллических полупроводни-
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ков, также указал на слабость правила Маттиссена при температурах 
вблизи максимума κ(T). Связано это с тем, что граничное рассеяние 
фононов происходит вблизи поверхности образца, а объёмные процес-
сы рассеяния происходят равномерно по всему объему. Поэтому они не 
могут аддитивно складываться, как это следует из правила Маттиссена. 
Очевидно, что максимальное отклонение от правила Маттиссена будет 
иметь место в условиях, когда скорости релаксации фононов в объёмных 
механизмах и граничном рассеянии сравниваются. Для того, чтобы кор-
ректно учесть совместное действие граничного и объёмных механизмов 
рассеяние фононов, необходимо решить кинетическое уравнение Больц-
мана при неоднородном распределении теплового потока по поперечно-
му сечению образца. При учете фокусировки фононов эта задача являет-
ся достаточно сложной и требует отдельного рассмотрения. 

Сравним роль граничного и объемных механизмов рассеяния фо-
нонов в теплопроводности кристаллов кремния (см. рис. 3.6). Для этого 
рассчитаем температурные зависимости теплопроводности κ(T) в ре-
жиме граничного рассеяния фононов ( )()()2( qq B

λλ νν = ) (кривая 2) и при 
учете только объемных механизмов релаксации фононов 

( ) )()()()(5 qqqq NUiso
λλλλ νννν ++=  (кривая 5) (см. рис. 3.6). При температу-

рах ниже максимума теплопроводности доминирующий вклад в тепло-
сопротивление вносят рассеяние на границах и изотопическом беспо-
рядке. Причем, при T=3 К рассеяние на границах обеспечивает 95% 
теплосопротивления, а изотопическое рассеяние – 5%. С увеличением 
температуры относительный вклад рассеяния на границах уменьшает-
ся, а вклад объемных механизмов релаксации возрастает. При темпера-
туре TBV = 18.5 K для кристаллов Sinat с натуральным составом изотопов 
происходит пересечение кривых 2 и 5. Это означает, что вклады в те-
плосопротивление от объемных механизмов релаксации и граничного 
рассеяния сравниваются, и при T = TBV происходит переход от режима 
граничного рассеяния к доминирующей роли объемных механизмов 
релаксации (см. рис. 3.6).

Если мы предположим, что при переходе к изотопически чистым 
кристаллам кремния Si28 скорости релаксации фононов в ангармониче-
ских процессах рассеяния (процессах переброса и нормальных процес-
сах рассеяния) не изменятся, то можно оценить изотопический эффект 
в теплопроводности Si28 и определить для них температуру перехода 
TBV. В этом случае пересечение кривой 2 и кривой 4, учитывающей 
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только ангармонические процессы рассеяния ( ( ) )()()(4 qqq NU
λλλ ννν += ), 

происходит при более высокой температуре TBV  = 22.4 K. При этом 
температура максимума теплопроводности уменьшается от 25 К для 
Sinat до 20 К для изотопически чистого кремния Si28. Максимальные зна-
чения теплопроводности при переходе от кристаллов Sinat к изотопиче-
ски чистым кристаллам Si28 увеличиваются в 3.5 раза Это означает, что 
при T=Tmax вклад изотопического рассеяния в теплосопротивление ока-
зывается в 3.5 раза больше, чем суммарный вклад остальных механиз-
мов релаксации фононов. Мы дали достаточно грубую оценку изотопи-
ческого эффекта в теплопроводности кристаллов кремния, которая не 
учитывает возможное нарушение правила Маттисена для граничного и 
объёмных механизмов релаксации, а также интерференцию изотопиче-
ского и ангармонических процессов рассеяния.

Рис. 3.6. Температурные зависимости полной теплопроводности для направления 
[100] (кривая 1) и зависимости ее для различных механизмов релаксации 
фононов: кривая 2 ‒ теплопроводность в режиме граничного рассеяния, 

кривая 3 ‒ для моноизотопного образца Si28, кривая 4 – для ангармонических 
процессов рассеяния, кривая 5 ‒ для объемных механизмов рассеяния

Рассмотрим влияние дисперсии тепловых фононов на зависимость 
теплопроводности κ(T) кристаллов Si от температуры. Из рисунка 3.7 
видно, что для направления [100] при температурах ниже 20 К роль 
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дисперсии мала: отличие кривых, рассчитанных с учетом дисперсии 
(сплошные кривые) и в модели анизотропного континуума (штриховые 
кривые) не превышает погрешности эксперимента. При более высоких 
температурах различие возрастает: при температурах 25 и 40 К оно со-
ставляет 5% и 14%, соответственно. Максимальное влияние дисперсия 
оказывает на вклад медленной поперечной моды в теплопроводность: 
учет её приводит к уменьшению теплопроводности на 15% по сравне-
нию с моделью анизотропного континуума. Значительно меньшее вли-
яние оказывает дисперсия на продольные фононы и быструю попереч-
ную моду (см. рис. 3.7). Анализ дрейфового движения продольных фо-
нонов показал, что в интервале температур 3 K <T< 40 K его вклад в  

Рис. 3.7. Зависимости κ(T) (кривые 1, 1a), а также вкладов медленных 
(кривые 2, 2a), быстрых (кривые 3, 3a) поперечных и продольных 

(кривые 4, 4a, 4b) фононов для образцов с квадратным сечением в направлении 
[001]. Кривые 1,2,3,4 рассчитаны с учетом дисперсии, кривые 1а,2а,3а,4а 

рассчитаны в модели анизотропного континуума. Кривая 4b – вклад продольных 
фононов с учетом их дрейфового движения. Символы – экспериментальные 

значения [19]

полную теплопроводность мал и им можно пренебречь. Максимальное 
значение этого вклада достигается в области максимума )(]001[ TLκ  при 

17max =
LT  17 K и составляет 18% (см. рис 3.7). Поскольку вклад продоль-
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ных фононов в полную теплопроводность составляет всего 7.6%, то 
вклад дрейфового движения продольных фононов в полную теплопро-
водность не превышает 1.5%. Итак, дрейфовым движением продоль-
ных фононов для кристаллов кремния с натуральным изотопическим 
составом в рассматриваемом температурном интервале 3 – 40 К можно 
пренебречь.

3.4. ИзмененИе АнИзоТРоПИИ ТеПЛоПРоВодносТИ 
В кРИсТАЛЛАх кРемнИя с ТемПеРАТуРой

Расчитаем угловые зависимости теплопроводности образцов Si с 
квадратным сечением, исследованных в [19], при вращении потока теп-
ла в плоскостях {100} и {110} в соответствии с формулами (3.10) – 
(3.19) и проанализируем изменение анизотропии теплопроводности с 
температурой. На рисунках 3.7 сплошными кривыми представлен рас-
чет угловых зависимостей теплопроводности и вкладов в него от всех 
ветвей фононного спектра с учетом всех актуальных механизмов ре-
лаксации фононов (3.10)-(3.19) при температурах 3 и 25 К. Штриховы-
ми линиями на рисунках 3.8а,б приведены угловые зависимости тепло-
проводности при T = 3 K в режиме граничного рассеяния фононов, 
когда единственным механизмом релаксации фононов является диф-
фузное рассеяние на границах. В этом случае результаты расчета ока-
зываются на 4-8% выше экспериментальных значений. При учете изо-
топического рассеяния, вклад которого при T=3 К составляет 5% ре-
зультаты расчета теплопроводности хорошо согласуются с эксперимен-
тальными данными [19] (см. рис. 3.8а,б). Как отмечалось в разделе 3.3, 
учет изотопического и граничного рассеяния с использованием вычис-
ленных нами времен релаксации фононов позволил согласовать резуль-
таты расчета температурных зависимостей теплопроводности для всех 
симметричных направлений теплового потока с экспериментальными 
данными в интервале температур от 3 до 15 K в пределах погрешности 
эксперимента без использования подгоночных параметров. Расчет 
угловых зависимостей теплопроводности образцов Si с квадратным се-
чением подтвердил этот вывод (см. рис. 3.8а,б).

Как видно из рисунков 3.8, анизотропия теплопроводности обу-
словлена, главным образом, вкладом медленных поперечных фононов, 
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которые фокусируются в направлениях типа [001] и обеспечивают мак-
симум теплопроводности именно в этих направлениях. Максимальное 
значение анизотропия теплопроводности достигает при T=3 K: отно-

Рис. 3.8. Угловые зависимости полной теплопроводности κ(ψ) (Вт см−1 K−1) 
(кривые 1) и вкладов в нее от каждой из ветвей фононного спектра при температурах 
(а,б) – 3 К, (в,г) – 25 К для образцов с квадратным сечением (L=2.9 см, D=0.293 см): 
кривые 2 – для быстрой поперечной моды, кривые 3 – для медленной поперечной 
моды, кривые 4 – для продольной моды; для случаев: (а,в) – ось образца (и градиент 
температуры) вращается в плоскости грани куба, (б,г) ‒ ось образца вращается в 

диагональной плоскости. Штриховые линии на рисунках (а,б) ‒ расчет 
теплопроводности в режиме граничного рассеяния фононов. 

Символы – экспериментальные значения [19]
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шение теплопроводностей в симметричных направлениях имеет вид 
1:1.1:5.1:: ]111[]110[]001[ ≈κκκ . Для плоскости {110} в направлениях 

[111] и [110] угловые зависимости теплопроводности имеют локальные 
максимумы, которые обусловлены фокусировкой быстрой поперечной 
и продольной модами, соответственно (см. рис. 3.8б). При увеличении 
температуры анизотропия теплопроводности уменьшается. В интерва-
ле от 3–15 К наши расчеты согласуются с данными [19] в пределах по-
грешности эксперимента, как по величинам теплопроводности, так и 
по анизотропии. Однако по мере приближения к максимуму теплопро-
водности расхождение результатов расчета и данных эксперимента 
возрастают (см. рис. 3.8). В направлениях [001] при Т=25 К они стано-
вятся на 6% выше, а в направлениях [110] и [111] на 5-6% ниже данных 
[19]. Хотя отклонение теоретических зависимостей от эксперименталь-
ных данных в окрестности максимума не велико (5–6)%, однако резуль-
таты расчета дают для отношения 19.1: ]111[]001[ ≈κκ  1.19 вместо 1.06 для 
экспериментальных данных. Как уже отмечалось, возможной причи-
ной этого расхождения является использование правила Маттиссена 
для времен релаксации фононов в окрестности перехода от граничного 
рассеяния к объемному. 

Для образцов с квадратным сечением при фиксированном направ-
лении градиента температуры зависимость теплопроводности от ори-
ентации боковых граней образца является слабой. Для направления 
теплового потока [001] и ориентации боковых граней {100} величины 
теплопроводности будут больше, чем при ориентации {110} всего на 
1.3 %. Для образцов с прямоугольными сечениями и направлении гра-
диента температуры [110] зависимость теплопроводности от ориента-
ции боковых граней образца становится более существенной (см. рис. 
3.9). Для направления градиента температуры [110] при T=3 К тепло-
проводность образца с широкой гранью {100} оказалась на 30% боль-
ше, чем для образца с широкой гранью {110}. Как видно из рисунка 3.9, 
этот результат согласуется с экспериментом [19]. Анализ показал, что 
для потока тепла в направлении [100] анизотропия теплопроводности 
образцов с прямоугольным сечением тех же геометрических размеров, 
что и в [19], значительно меньше: для образца с широкой гранью {100} 
теплопроводность всего лишь на 5% выше, чем для образца с широкой 
гранью {110}.
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Следует отметить, что в рассматриваемой области температур  
3 K < T < 40 K доминирующий вклад в теплопроводность вносят попе-
речные фононы (см. таблицу 3.2). Медленные поперечные фононы фо-
кусируются в направлении [100], и их вклад в этом направлении макси-
мален – при температуре T=3 K он достигает 61% полной теплопрово-
дности, а вклад быстрой поперечной моды в два раза меньше - 31%  
(см. рис. 3.7). При увеличении температуры до 40 К для направления 
[001] вклад медленной поперечной моды уменьшается до 54%, а бы-
строй поперечной моды возрастает до 43% (см. рис. 3.7). Для продольных 
фононов направление [001] соответствует направлению дефокусировки, 

Рис. 3.9. Угловые зависимости полной теплопроводности κ(ψ) (Вт см−1 K−1) 
(кривые 1) и вкладов в нее от каждой из ветвей фононного спектра при 

температуре 3 К для образцов с прямоугольным сечением (L=3.5 см, D=0.185 см 
и μ=3.45). (a) – ось образца (и градиент температуры) вращается в плоскости грани 

куба, (б) ‒ ось образца вращается в диагональной плоскости: кривые 2 – 
для быстрой поперечной моды, кривые 3 – для медленной поперечной моды, 

кривые 4 – для продольной моды. Символы – экспериментальные значения [19]

поэтому их вклад минимален – при T=3 K он составляет 8%. Продоль-
ные фононы фокусируются в направлениях [111], и их вклад в этом 
направлении максимален – при T=3 K он достигает 19% полной тепло-
проводности (см. таблицу 3.2). С увеличением температуры в интерва-
ле от 3 до 40 K суммарный вклад поперечных фононов возрастает от 
92% при T=3 K до 97% при T=40 K. При этом вклад продольных фоно-
нов монотонно уменьшается: для направления [100] от 8% до 3% при 
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T=40 K, а для направления [111] уменьшение более значительно – от 
19% при T=3 до 4% при T=40 K (см. таблицу 3.2). Такое поведение 
вкладов продольных и поперечных фононов в теплопроводность крем-
ния обусловлено различным влиянием ангармонических механизмов

Таблица 3.2
Относительные вклады различных ветвей фононного спектра в 

полную теплопроводность )(/)()(~
][][][ TTT III κκκ λλ =  для симметричных 

направлений [I] при температурах T=3 K, 25 K и 40 К для образцов с 
квадратным сечением 

)(~
][ TI

λκ [001] [101] [111]
3 K 25 K 40 K 3 K 25 K 40 K 3 K 25 K 40 K

1
][

~ t
Iκ 0.31 0.40 0.432 0.46 0.45 0.458 0.30 0.42 0.444

2
][

~ t
Iκ 0.61 0.55 0.535 0.39 0.49 0.506 0.51 0.52 0.519

L
I ][
~κ 0.08 0.05 0.033 0.15 0.06 0.036 0.19 0.06 0.037

рассеяния. Для продольных фононов в окрестности максимума тепло-
проводности основную роль играют нормальные процессы рассеяния, 
тогда как для поперечных – процессы переброса. Поэтому температура 
максимума для поперечных фононов оказывается на 8 К выше, чем для 
продольных фононов. Заметим, что переход от граничного к объемным 
механизмам релаксации для продольных фононов происходит при 
TB≈14 K, тогда как для поперечных фононов при TB≈18 K. 

3.5. ФИзИческАя ИнТеРПРеТАцИя эФФекТоВ 
мАккАРдИ В ТеПЛоПРоВодносТИ кубИческИх 

кРИсТАЛЛоВ

Проанализируем влияние фокусировки на распространение фоно-
нов в монокристаллических образцах с квадратным сечением и дадим 
наглядное физическое объяснение анизотропии теплопроводности, т.е. 
первого эффекта МакКарди. Влияние фокусировки фононов на тепло-
проводность упруго анизотропных кристаллов связано с отличием на-
правлений волнового вектора и групповой скорости, которая определя-
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ет направление распространения (см. рис. 3.10). Проиллюстрируем 
фокусировку фононов на примере моды t2 в кристаллах Si для волно-
вых векторов в плоскости {100} (см. рис 3.10а). Построим для неё изо-
энергетическую поверхность и определим направления групповых ско-
ростей фононов. Характерные углы θ1, θ2, θ3 и θ4 определены в разделе 1.5.

Рис. 3.10. (a) Схема, иллюстрирующая фокусировку медленных поперечных мод 
в кристаллах Si для сечения изоэнергетической поверхности плоскостью {100}. 

Стрелками изображены волновые вектора внутри поверхности и соответствующие 
им групповые скорости фононов вне её. (б) Схема, иллюстрирующая влияние 

фокусировки на распространение фононов в образцах Si длиной L с квадратным 
сечением D×D для волновых векторов в плоскости {100} с углами 6.232

1 =tθ 23.6°, 
11.92

2 =tθ , 6.82
3 =tθ , 28.62

4 =tθ  и градиентом температуры вдоль [100]

В изотропной среде направление распространения фонона и его волно-
вого вектора совпадают, и фононы с волновыми векторами в секторе 

44 θθθ ≤≤−  будут распространяться в том же самом секторе. Однако, 
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как видно из рисунка 3.10, в кремнии направления волновых векторов 
и групповых скоростей отличаются, и фононы медленной поперечной 
моды будут распространяться в существенно меньшем секторе 

33 θθθ ≤≤− , который определяется направлениями групповых скоро-
стей в точках нулевой кривизны на изоэнергетической поверхности 
(см. подробнее [69,71]). Так, например, в кристаллах Si с квадратным 
сечением для теплового потока в направлении [100] фононы с волно-
выми векторами в секторе 44 θθθ ≤≤−  (для Si θ4 =28.6o) будут откло-
няться от боковых граней к оси стержня и распространяться в секторе 

33 θθθ ≤≤− , где для Si θ3 =6.8o (см. рис. 3.10). В результате в секторе 
фокусировки 33 θθθ ≤≤−  средняя плотность состояний моды t2 для Si 
будет в отношении 2.4/ 34 ≈θθ  больше, чем в изотропной среде.  
Напротив, для сектора дефокусировки 332/ θθθπ ≥≥−  она будет в 
2.3 раза меньше, чем в изотропной среде. При этом средняя плотность 
состояний моды t2 в кристаллах Si в секторе фокусировки будет в  
9.9 раза больше, чем в секторе дефокусировки (см. раздел 1.5).

Далее рассмотрим более подробно влияние фокусировки на рас-
пространение фононных мод в образцах Si с квадратным сечением. 
Можно надеяться, что оно будет полезно в технических приложениях 
при конструировании кремниевых электронных приборов. Отметим 
некоторые особенности, обусловленные влиянием фокусировки на рас-
пространение фононов моды t2 в плоскости {100}. Во-первых, фононы 
с волновыми векторами q1 (для Si θ1 =23.6o) будут распространяться в 
направлении теплового потока [100] (см. рис. 3.10). Их длина пробега 
при диффузном отражении от границ может быть ограничена либо объ-
ёмными механизмами релаксации, либо длиной образца. Во-вторых, 
поскольку в кристаллах Si фононы моды t2 с волновыми векторами в 
секторе 44 θθθ ≤≤−  будут отклоняться от боковых граней к оси стерж-
ня и распространяться под меньшими углами – в секторе 33 θθθ ≤≤− , то длины свободного пробега для них могут значительно возрасти (см. 
рис. 3.10). Заметим, что при диффузном рассеянии длина свободного 
пробега фонона с волновым вектором q определяется расстоянием, 
пройденным фононом до столкновения с поверхностью образца. Так, 
например, для Si фононы с волновым вектором ±q4 и углом 28.62

4 =tθ  
будут распространяться под существенно меньшим углом θ3 =6.8o,  
в результате их длина пробега возрастет (см. рис. 3.10). Для продоль-
ной моды направление [001] является направлением дефокусировки. 
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Поэтому продольные фононы будут отклоняться от оси образца в сто-
рону боковой грани, и их длина свободного пробега будет меньше, чем 
в модели изотропной среды (см. рис. 3.10). Для волновых векторов в 
плоскости {100} быстрая поперечная мода изотропна, эффект фокуси-
ровки для нее отсутствует. Её длина свободного пробега будет совпа-
дать с полученной в модели изотропной среды (см. рис. 3.10). Итак, из 
схем, приведенных на рисунке 3.10, следует, что максимум теплопрово-
дности для кристаллов первого типа в направлениях типа [100] обу-
словлен вкладом медленных поперечных фононов.

Рассмотрим распространение фононных мод в осевом сечении об-
разца {100} в случае, когда градиент температуры направлен вдоль 
[110]. Направление [110] соответствует дефокусировке медленной по-
перечной моды t2. Поэтому фононы этой моды будут отклоняться в сто-
рону грани образца, и их длина свободного пробега будет меньше, 

 

Рис. 3.11. Схема, иллюстрирующая эффект фокусировки фононов в образцах Si с 
прямоугольным сечением для волновых векторов в плоскости {100} и градиента 

температуры вдоль [110]

чем в модели изотропной среды (см. рис. 3.11). Для волновых векторов 
в плоскости {100} быстрая поперечная мода изотропна, эффект фоку-
сировки для нее отсутствует. Её длина свободного пробега будет совпа-
дать с полученной в модели изотропной среды (см. рис 3.11). Продоль-
ные фононы в этой плоскости имеют локальную фокусировку в на-
правлении [110]. Они будут отклоняться к оси образца, и их длина про-
бега будет больше, чем в модели изотропной среды. Следует отметить, 
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что роль продольных фононов в фононном транспорте для кремния 
мала, поскольку их теплоемкость на порядок меньше суммарной те-
плоемкости поперечных фононов, а вклад в теплопроводность для на-
правлений [001] и [110] составляет всего 8% и 15%, соответственно.

Проанализируем распространение фононов для волновых векто-
ров фононов в плоскости {110} и градиента температуры в направле-
нии [110]. В плоскости {110} быстрая поперечная мода фокусируется в 
направлениях типа [110] (см. рис. 1.12б). Её фононы будут отклоняться 
к оси образца, и их длина свободного пробега будет больше, чем в мо-
дели изотропной среды. Однако эффект фокусировки для неё выражен 
слабее, чем для медленной поперечной моды в направлении [001] (см. 
рис. 2.6). Поэтому средняя по модам длина пробега фононов и, соответ-
ственно, теплопроводность в направлении [110] оказывается на 40% 
меньше, чем в направлении [001]. В направлении [111] фокусируются 
продольные фононы, их длина свободного пробега увеличивается поч-
ти в 2 раза по сравнению с направлением дефокусировки [001] и при-
нимает максимальное значение (см. рис. 2.6). В этом направлении бы-
страя поперечная мода дефокусируется, и длины пробега фононов этой 
моды будут меньше, чем в модели изотропной среды. Фононы медлен-
ной поперечной моды в этом направлении имеют локальный максимум 
фокусировки, и длины пробега для них незначительно превосходят зна-
чение для модели изотропной среды (см. рис. 2.6). Поскольку теплоем-
кость продольных фононов мала, то полная теплопроводность и сред-
няя длина пробега фононов в направлении [111] принимает минималь-
ное значение.

Непосредственный расчет длин свободного пробега подтверждает 
приведенные выше качественные рассуждения (см. рис. 2.6). В работе 
[20] было показано, что длины свободного пробега для каждой колеба-
тельной моды достигают максимальных значений в направлениях фо-
кусировки, причем в этих направлениях они превосходит длины пробе-
га остальных колебательных мод. Их минимальные значения достига-
ются в направлениях дефокусировки, причем, они оказываются мень-
ше рассчитанных в модели изотропной среды. Так, например, в кри-
сталлах Si длина свободного пробега медленной поперечной моды t2 в 
направлениях фокусировки превосходит длины пробега быстрой попе-
речной и продольной мод в 1.6 раза и 2.4 раза, соответственно. По-
скольку средняя плотность состояний моды t2 благодаря эффекту фоку-
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сировки также возрастает, то в результате действия этих двух эффектов 
вклад медленных поперечных фононов в теплопроводность для на-
правления [100] при температуре T=3 K достигает 61% полной тепло-
проводности и в два раза превышает вклад быстрой поперечной моды. 
Итак, первый эффект МакКарди в образцах Si обусловлен медленной 
поперечной модой, которая фокусируется в направлении [001] и обе-
спечивает максимум теплопроводности в этом направлении. 

Проанализируем влияние фокусировки на распространение фоно-
нов в монокристаллических образцах с прямоугольным сечением и да-
дим физическое объяснение второго эффекта МакКарди. Рассмотрим 
сначала образцы с широкой гранью {001} и узкой {110}. Основной 
вклад в граничное рассеяние фононов вносит рассеяние на широких 
гранях образца (плоскостях пленок). Поэтому проанализируем фокуси-
ровку и дефокусировку фононов различных поляризаций в плоскости 
{110}, перпендикулярной широкой грани образца и их отклонение от 
направления градиента температуры [110] (см. рис. 3.12).

В направлении [110] фокусируются фононы быстрой поперечной 
моды, поэтому они будут отклоняться от широкой грани образца к на-
правлению градиента температур (см. рис. 3.12). Их длина свободного 
пробега будет больше, чем в модели изотропной среды. Из рисунка 
3.12 видно, что в образцах Si с прямоугольным сечением для теплового 
потока в направлении [110] фононы моды t1 с волновыми векторами в 
секторе 44 θθθ ≤≤−  (для моды t1 в плоскости {110} θ4 =15.7o) будут 
отклоняться от боковых граней к оси стержня и распространяться в 
секторе 33 θθθ ≤≤− , для Si 86.01

3 =tθ  0.86°. В результате для направлений 
[110] плотность состояний для моды t1 будет существенно больше,  
а для направлений дефокусировки значительно меньше, чем для 
изотропной среды (см. раздел 1.5). При этом фононы моды t1 в плоско-
сти {110} с волновым вектором q1 и углом θ1 (для Si 4.131

1 =tθ  13.4°) будут 
распространяться в направлении теплового потока [110] (см. рис. 3.12), 
а фононы с волновым вектором q2 и углом θ2 (для моды t1 7.51

2 =tθ ) 
будут распространяться под углом -θ3 ( 86.01

3 =tθ  0.86°) (см. рис. 3.12).
Направление [110] является направлением дефокусировки медлен-

ной поперечной моды, и ее длина свободного пробега меньше, чем в 
изотропной среде (см. рис. 3.12). Продольные фононы фокусируются в 
направлении [111], а направление [110] соответствует направлению де-
фокусировки для волновых векторов в плоскости {110}. Поэтому они 
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будут отклоняться от направления градиента температур к широкой 
грани образца, их длина свободного пробега будет меньше, чем в моде-
ли изотропной среды. Как уже отмечалось, роль продольных фононов 
в фононном транспорте мала в связи с малой теплоемкостью.

Рис. 3.12. Схемы, иллюстрирующие влияние фокусировки на распространение 
фононов в образцах Si с прямоугольным сечением в плоскости {110} и градиента 

температуры вдоль [110]. Рассмотрены фононы с волновыми векторами, 
направленными под углами 4.131

1 =tθ 13.4°, 7.51
2 =tθ , 86.01

3 =tθ  
0.86° и 7.511

4 =tθ

Другая ситуация складывается для образцов с широкой гранью 
{110} и узкой {001}. Аналогично предыдущему случаю мы должны 
рассматривать фокусировку фононов в плоскости перпендикулярной 
широкой грани, т.е. в {001}. В плоскости {001} быстрая поперечная 
мода изотропна, эффект фокусировки для нее отсутствует, и длина сво-
бодного пробега для неё будет совпадать с полученной в модели 
изотропной среды. В этой плоскости, как и в плоскости {110} для на-
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правления [110] медленная поперечная мода t2 дефокусируется. Поэто-
му фононы этой моды будут отклоняться от направления градиента 
температуры в сторону широкой грани, и их длина свободного пробега, 
как и в предыдущем случае, будет меньше, чем в модели изотропной 
среды (см. рис. 3.12). Продольные фононы в этой плоскости имеют ло-
кальную фокусировку в направлении [110], и они будут отклоняться от 
широкой грани образца к направлению градиента температур. Однако, 
как уже отмечалось выше, их роль в теплопроводности мала. Очевид-
но, что в рассматриваемом случае средняя длина свободного пробега и 
теплопроводность для образцов с широкой гранью {001} будет больше, 
чем для образцов с широкой гранью {110}. Непосредственный расчет 
дает величину эффекта 31%. Авторы [19] очень удачно выбрали на-
правление [110] для направления теплового потока, поскольку в этом 
направлении медленная поперечная мода дефокусируется, как в пло-
скости {001}, так и в плоскости {110}. Напротив, в направлении [110] 
быстрая поперечная моды в плоскости {110} фокусируется, а в плоско-
сти {001} для неё эффект фокусировки отсутствует. Если мы возмем 
образцы кремния с прямоугольным сечением и тех же геометрических 
параметров, как в [19], но вырежем их в направлении [100], то полу-
чим, для образца с широкой гранью {100} теплопроводность всего 
лишь на 5% выше, чем для образца с широкой гранью {110}. Итак, из 
приведенного выше анализа следует, что второй эффект МакКарди [19] 
обусловлен фокусировкой быстрой поперечной моды в направлении 
[110] для волновых векторов в диагональной плоскости.

3.6. зАкЛюченИе

Основные результаты третьей главы могут быть сформулированы 
следующим образом: 

1. Предложен метод учета фокусировки фононов при расчете те-
плопроводности монокристаллических образцов. 

2. Показано, что использование вычисленных нами времен ре-
лаксации фононов для диффузного рассеяния на границах образцов 
конечной длины с квадратным и прямоугольным сечениями позволяет 
адекватно описать экспериментальные данные теплопроводности кри-
сталлов кремния для различных направлений градиента температуры и 
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ориентаций боковых граней образцов во всем исследованном интерва-
ле температур. До настоящего времени при анализе температурных за-
висимостей теплопроводности для скоростей релаксации фононов на 
границах всегда вводились подгоночные параметры для учета влияния 
геометрических параметров и ориентаций боковых граней образцов, а 
также направлений теплового потока на теплопроводность монокри-
сталлических образцов. Аналитическое решение задачи о кнудсенов-
ском течении фононного газа в образцах конечной длины позволило 
избавиться от них для граничного рассеяния фононов. Показано, что в 
интервале температур от 3 до 15 K, когда доминирует рассеяние на гра-
ницах и изотопическом беспорядке, наша теория количественно в пре-
делах погрешности эксперимента описывает температурные зависимо-
сти теплопроводности кристаллов кремния для всех направлений те-
плового потока в образцах с квадратным сечением и зависимость от 
ориентации боковых граней для образцов с прямоугольным сечением 
без использования подгоночных параметров.

3. Показано, что анизотропия теплопроводности образцов кремния 
с квадратным и сечением обусловлена, главным образом, вкладом мед-
ленных поперечных фононов, которые фокусируются в направлениях 
типа [001] и обеспечивают максимум теплопроводности именно в этом 
направлении. 

4. Дана физическая интерпретация эффектов МакКарди в тепло-
проводности кубических кристаллов. Анализ влияния фокусировки на 
распространение фононов в монокристаллах кремния показал, что пер-
вый эффект МакКарди в образцах с квадратным сечением обусловлен 
фокусировкой медленной поперечной моды, а второй эффект МакКар-
ди в образцах с прямоугольным сечением обусловлен фокусировкой 
быстрой поперечной моды.
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Глава 4. ТеПЛоПРоВодносТь 
монокРИсТАЛЛИческИх нАносТРукТуР 

с РАзЛИчным ТИПом АнИзоТРоПИИ уПРугой 
энеРгИИ ПРИ нИзкИх ТемПеРАТуРАх

Как мы уже убедились в предыдущем разделе для объемных образ-
цов кремния анизотропия упругих свойств приводит к зависимости те-
плопроводности и длин свободного пробега фононов от направления 
потока тепла и ориентации боковых граней образцов [20, 21]. Поэтому 
представляет интерес исследовать влияние фокусировки на фононный 
транспорт в пленках и нанопроводах с различным типом анизотропии 
упругой энергии. В данном разделе мы рассмотрим случай низких тем-
ператур, когда теплосопротивление наноструктур обусловлено диф-
фузным рассеянием фононов на границах. Анализ, проведенный в ра-
ботах [4-7,23,24] показал, что для нанопроводов с диаметрами больши-
ми 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм в интервале темпера-
тур от 20 до 50 К теплопроводность следовала зависимости 3~)( TTκ , 
как и теплоемкость объемных образцов в теории Дебая. Поэтому при 
указанных ограничениях влиянием пространственного конфаймента 
на спектр акустических мод можно пренебречь и использовать модель 
анизотропного континуума для анализа фононного транспорта в таких 
наноструктурах. 

В этой главе проанализируем фононный транспорт в монокристал-
лических пленках и нанопроводах на основе кубических кристаллов с 
различным типом анизотропии упругой энергии. Рассмотрим нано-
структуры на основе кубических кристаллов с положительной k-1 > 0 
(GaN, GaAs, LiF Ge, MgO, Si, алмаз, YAG) и отрицательной k-1 < 0 
(NaCl, CaF2, SrF2, YIG) анизотропией упругих модулей второго порядка 
(см. таблицу 1.2). Исследуем изменение величин теплопроводности 
при уменьшении параметра |k – 1| для наноструктур из кристаллов пер-
вого типа: от GaN (k – 1 = 1.275) к YAG (k – 1 = 0.03), а также для нано-
структур из кристаллов второго типа: от NaCl (k – 1 = -0.48) к  
YIG (k – 1 = -0.04) (см. таблицу 1.2). Проведем сравнение с моделью 
изотропной среды, для которой k – 1 = 0. Покажем, что с уменьшением 
параметра |k – 1| длины пробега фононов стремятся к значениям, полу-
ченным в модели изотропной среды [27].
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Исследование зависимостей теплопроводности и длин пробега фо-
нонов от геометрических параметров наноструктур, направлений те-
плового потока и ориентации плоскостей пленок относительно осей 
кристалла являются важными проблемами для технического использо-
вания наноструктур в микроэлектронике. Анализ влияния анизотропии 
упругой энергии на распространение фононов в пленках и нанопрово-
дах позволяет определить оптимальные ориентации плоскостей пле-
нок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальную и 
минимальную теплопроводность наноструктур.

Основной задачей этого раздела является исследование анизотро-
пии теплопроводности в режиме кнудсеновского течения фононного 
газа и её зависимостей от геометрических параметров и направлений 
теплового потока в упруго анизотропных наноструктурах. Отметим, 
что при исследовании теплопроводности в наноструктурах (см. обзоры 
[1-3]) не рассматривались такие важные проблемы, как влияние упру-
гой анизотропии кубических кристаллов на зависимости длин пробега 
фононов от геометрических параметров пленок, от направлений тепло-
вого потока и ориентации плоскостей пленок относительно осей кри-
сталла. Решение этих проблем позволяет определить ориентации пло-
скостей пленок и направления потока тепла, обеспечивающие макси-
мальный или минимальный теплоотвод от элементов полупроводнико-
вых микросхем. Эти проблемы являются актуальными для полупрово-
дниковых пленок, широко используемых в микроэлектронике [1-3,5-7] 
и являются предметом изучения настоящего раздела. 

В разделе 4.1 приведены выражения для длин свободного пробега 
фононов в монокристаллических наноструктурах. В разделе 4.2 проа-
нализированы зависимости длин свободного пробега фононов от гео-
метрических параметров в наноструктурах с различным типом ани-
зотропии упругой энергии. В разделе 4.3 исследовано влияние фокуси-
ровки на плотность состояний и длины свободного пробега фононов в 
нанопроводах с различным типом анизотропии упругой энергии.  
В разделе 4.4 рассмотрено изменение анизотропии теплопроводности 
при переходе от нанопроводов к квадратным пленкам с различной ори-
ентацией плоскостей.
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4.1. дЛИны сВободного ПРобегА ФононоВ 
В монокРИсТАЛЛИческИх нАносТРукТуРАх

Проанализируем фононный транспорт в пленках длины L, имею-
щих прямоугольное сечение со сторонами D (толщина) и W = μD (ши-
рина). Для нанопроводов с квадратным сечением параметр μ=1. Иссле-
дуем теплопроводность наноструктур в режиме граничного рассеяния, 
когда теплосопротивление обусловлено диффузным рассеянием фоно-
нов на границах. Рассмотрим область температур гораздо меньших 
температуры Дебая (T << TD), когда применима модель анизотропного 
континуума. Из выражения для теплопроводности 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 
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геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

,               (4.1)

Релаксационные функции 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 для пленок с прямоуголь-
ным сечением при выполнении неравенств 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]

( ) ( )
( ) 











+
+

−= 2
3

21
2

0

3

12030}{
)]([ 32

),(
λ

λλ

λ

λλλ
λ
ψ

µ
µ

µ
ϕθ

g

gg

g

gggJ
I

V

VVk
V

VVkVDk
I . (4.2)

Если 01321 /, kVVприVV gggg <> λλλλµ или µµ λλλλ //, 02321 kVVприVV gggg << , то функции ),(}{
)]([ ϕθλ

ψ
J

II

определяются выражениями для образцов бесконечной длины 

( )

( ) .,3
6

),(

,,3
6

),(

2112

2

2

3}{
)]([

2121

2

1

3}{
)]([

λλλλ
λ

λ
λ
ψ

λλλλ
λ

λ
λ
ψ

µµµϕθ

µµ
µ

ϕθ

gggg
g

gJ
I

gggg
g

gJ
I

VVVV
V
VDI

VVVV
V
VDI

<













−










=

>













−










=

(4.3)

Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 и 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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II для пленок с прямоугольным сечением при 

выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 или 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 и 

133

направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 определяются вы-
ражениями [27]
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
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λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

      (4.2)



158 Глава 4. Теплопроводность монокристаллических наноструктур 

Если 

133

направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g
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g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
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λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 при 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 или 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
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λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 при 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
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g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
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λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

, то 
функции 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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( ) ( )
( ) 











+
+

−= 2
3

21
2

0

3

12030}{
)]([ 32

),(
λ

λλ

λ

λλλ
λ
ψ

µ
µ

µ
ϕθ

g

gg

g

gggJ
I

V

VVk
V

VVkVDk
I . (4.2)

Если 01321 /, kVVприVV gggg <> λλλλµ или µµ λλλλ //, 02321 kVVприVV gggg << , то функции ),(}{
)]([ ϕθλ

ψ
J

II

определяются выражениями для образцов бесконечной длины 

( )

( ) .,3
6

),(

,,3
6

),(

2112

2

2

3}{
)]([

2121

2

1

3}{
)]([

λλλλ
λ

λ
λ
ψ

λλλλ
λ

λ
λ
ψ

µµµϕθ

µµ
µ

ϕθ

gggg
g

gJ
I

gggg
g

gJ
I

VVVV
V
VDI

VVVV
V
VDI

<













−










=

>













−










=

(4.3)

Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 определяются выражениями для образцов беско-
нечной длины 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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II для пленок с прямоугольным сечением при 

выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

   (4.3)

Здесь 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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II для пленок с прямоугольным сечением при 

выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 ‒ проекции групповой скорости 
на направление градиента температуры, и перпендикулярные ему на-
правления в системе координат, связанной с пленкой. В этой системе ко-
ординат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» (ось 
вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определя-
ет ориентацию плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум 
узким боковым граням пленки. Угол ψ отсчитывается от оси Z, направ-
ленной по ребру куба. Для учета влияния фокусировки фононов на ани-
зотропию теплопроводности монокристаллических пленок выразим 
ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега 
фононов от геометрических и ориентационных параметров, когда тепло-
вой поток вращается в плоскости пленки для трех случаев: (1) плоскость 
пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = {100}, (2) плоскость 
пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 
пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае 
угол ψ отсчитывается от направления [11 ]211[ ]. Для рассматриваемых случаев 
компоненты групповой скорости фононов 
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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выполнении неравенств DLkVVиVV gggg 2// 01321 =≥> λλλλµ или µµ λλλλ // 02321 kVVиVV gggg ≥<

определяются выражениями [27]
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g
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g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,

 
могут быть представлены в следующем виде [27]:
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направления потока тепла [I(ψ)] и ориентации широкой грани пленки относительно осей 

кристалла {J} их можно представить в виде 
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Здесь ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV - проекции групповой скорости на направление градиента 

температуры, и перпендикулярные ему направления в системе координат, связанной с 

пленкой. В этой системе координат ось «3» направим вдоль теплового потока [I(ψ)]. Ось «1» 

(ось вращения) направим перпендикулярно плоскости пленки, она определяет ориентацию 

плоскости {J}. Ось «2» направим перпендикулярно двум узким боковым граням пленки. 

Угол ψ отсчитывается от оси Z, направленной по ребру куба. Для учета влияния 

фокусировки фононов на анизотропию теплопроводности монокристаллических пленок 

выразим ориентационные параметры через компоненты групповой скорости. 

В отличие от главы 3, здесь мы рассмотрим зависимости длин пробега фононов от 

геометрических и ориентационных параметров, когда тепловой поток вращается в плоскости 

пленки для трех случаев: (1) плоскость пленки совпадает с плоскостью грани куба YZ {J} = 

{100}, (2) плоскость пленки совпадает с диагональной плоскостью {J} = {110}, (3) плоскость 

пленки перпендикулярна диагонали куба {J} = {111}. В последнем случае угол ψ

отсчитывается от направления ]211[ . Для рассматриваемых случаев компоненты групповой 

скорости фононов ),(,),(,),( 21 ϕθϕθϕθ λ
g

λ
g

λ
g3 VVV могут быть представлены в следующем 

виде [27]:

(1) λλλλλλλλ ψψψψ gxggzgyggzgyg VVVVVVVV =+=+−= 123 ,sincos,cossin ,
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(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
λλλλλλλλλλλ ψψψψ gygxggzgygxggzgygxg VVVVVVVVVVV −=−+=++= ,

(3) ( ) ( )( ) ,cos2/2/sin 3
2

3 ψψ λλλλλλ
gzgygxgygxg VVVVVV ++−+−=

( ) ( )( ) ( ) 3/,sin2/2/cos 13
2

2
λλλλλλλλλλ ψψ gzgygxggzgygxgygxg VVVVVVVVVV ++=++−++−= . (4.4)

Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 
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Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):
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(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
λλλλλλλλλλλ ψψψψ gygxggzgygxggzgygxg VVVVVVVVVVV −=−+=++= ,
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Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 
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Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):



1594.1. Длины свободного пробега фононов в монокристаллических наноструктурах
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(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
λλλλλλλλλλλ ψψψψ gygxggzgygxggzgygxg VVVVVVVVVVV −=−+=++= ,

(3) ( ) ( )( ) ,cos2/2/sin 3
2

3 ψψ λλλλλλ
gzgygxgygxg VVVVVV ++−+−=

( ) ( )( ) ( ) 3/,sin2/2/cos 13
2

2
λλλλλλλλλλ ψψ gzgygxggzgygxgygxg VVVVVVVVVV ++=++−++−= . (4.4)

Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 
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Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):
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(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
λλλλλλλλλλλ ψψψψ gygxggzgygxggzgygxg VVVVVVVVVVV −=−+=++= ,

(3) ( ) ( )( ) ,cos2/2/sin 3
2

3 ψψ λλλλλλ
gzgygxgygxg VVVVVV ++−+−=

( ) ( )( ) ( ) 3/,sin2/2/cos 13
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Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 

D
DS
I

IIdD isoisoqiso
t
iso

L
iso /~,

),(
),(~,),(~

4
3== Λ=Λ=Ω⋅ΛΛ=Λ ∫ λ

λ ϕθ
ϕθϕθ

π
, (4.5)

( )
( ) ,

32
1),(~ 2

3

21
2

0

3

120
30













+
+

−=
n

nnk
n

nnknkI
µ

µ
µ

ϕθ при 
( )
( )





≥<

≥>

µµ

µ

//и

/и

02321

01321

knnnn

илиknnnn
,

( ) ( )
( ) ( )





<<−

<>−
=

.//ипри,6/3/

,/ипри,6/3/
),(~

0232112
2

23

0132121
2

13

µµµµ

µµµ
ϕθ

knnnnnnnn

knnnnnnnn
I

Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):

134

(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
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Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 
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Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):

     (4.4)

Зависимость направления теплового потока от угла y определяется 
компонентой групповой скорости λ

3gV . Проекция групповой скорости 
λ
1gV  не зависит от угла y, поскольку является осью вращения. Она опре-

деляет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) позволяют ана-
лизировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нано-
проводах с квадратным сечением при низких температурах. Необходи-
мым условием правомерности такого подхода является применимость 
модели анизотропного континуума для анализа фононного транспорта 
в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с диаметра-
ми большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 
пространственного конфаймента на спектр акустических мод в нано-
структурах можно пренебречь и использовать модель анизотропного 
континуума для анализа фононного транспорта. Расчеты температур-
ных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и нанопрово-
дов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS  не зависят от 
углов θ  и ϕ . Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробе-
га фононов различных поляризаций равны друг другу и средней длине 
пробега: 
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(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
λλλλλλλλλλλ ψψψψ gygxggzgygxggzgygxg VVVVVVVVVVV −=−+=++= ,

(3) ( ) ( )( ) ,cos2/2/sin 3
2

3 ψψ λλλλλλ
gzgygxgygxg VVVVVV ++−+−=

( ) ( )( ) ( ) 3/,sin2/2/cos 13
2

2
λλλλλλλλλλ ψψ gzgygxggzgygxgygxg VVVVVVVVVV ++=++−++−= . (4.4)

Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 
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Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):
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(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
λλλλλλλλλλλ ψψψψ gygxggzgygxggzgygxg VVVVVVVVVVV −=−+=++= ,
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2

3 ψψ λλλλλλ
gzgygxgygxg VVVVVV ++−+−=
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λλλλλλλλλλ ψψ gzgygxggzgygxgygxg VVVVVVVVVV ++=++−++−= . (4.4)

Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 
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Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):

  (4.5)
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(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
λλλλλλλλλλλ ψψψψ gygxggzgygxggzgygxg VVVVVVVVVVV −=−+=++= ,

(3) ( ) ( )( ) ,cos2/2/sin 3
2

3 ψψ λλλλλλ
gzgygxgygxg VVVVVV ++−+−=

( ) ( )( ) ( ) 3/,sin2/2/cos 13
2

2
λλλλλλλλλλ ψψ gzgygxggzgygxgygxg VVVVVVVVVV ++=++−++−= . (4.4)

Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 
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Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):
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(2) ( ) ( ) ( ) 2/,sin2/cos,cos2/sin 123
λλλλλλλλλλλ ψψψψ gygxggzgygxggzgygxg VVVVVVVVVVV −=−+=++= ,

(3) ( ) ( )( ) ,cos2/2/sin 3
2

3 ψψ λλλλλλ
gzgygxgygxg VVVVVV ++−+−=

( ) ( )( ) ( ) 3/,sin2/2/cos 13
2

2
λλλλλλλλλλ ψψ gzgygxggzgygxgygxg VVVVVVVVVV ++=++−++−= . (4.4)

Зависимость направления теплового потока от угла ψ определяется компонентой 

групповой скорости λ
3gV . Проекция групповой скорости λ

1gV не зависит от угла ψ, поскольку 

является осью вращения. Она определяет плоскость пленки {J}. Итак, формулы (4.1)-(4.4) 

позволяют анализировать особенности фононного транспорта в нанопленках и нанопроводах 

с квадратным сечением при низких температурах. Необходимым условием правомерности 

такого подхода является применимость модели анизотропного континуума для анализа 

фононного транспорта в наноструктурах. Как уже отмечалось, для нанопроводов с 

диаметрами большими 50 нм и пленок с толщинами большими 20 нм влиянием 

пространственного конфаймента на спектр акустических мод в наноструктурах можно 

пренебречь и использовать модель анизотропного континуума для анализа фононного 

транспорта. Расчеты температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и 

нанопроводов в [23,24] подтвердили этот вывод. 

В изотропных средах фазовые скорости фононов λS не зависят от углов θ и ϕ .

Поэтому из формул (4.1) - (4.4) следует, что длины пробега фононов различных поляризаций 

равны друг другу и средней длине пробега: 
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Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. Как видно из выражений 

(4.5), длины пробега фононов в изотропных средах не зависят от упругих модулей, а 

определяются полностью геометрическими параметрами образцов. Однако в упруго 

анизотропных кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят от 

направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) следует результат 

Смолуховского [107] для длины пробега молекул при течении разреженного молекулярного 

газа по бесконечной трубе с прямоугольным сечением ( ba× ):



160 Глава 4. Теплопроводность монокристаллических наноструктур 

Здесь n1, n2 и n3 – компоненты единичного волнового вектора n. 
Как видно из выражений (4.5), длины пробега фононов в изотропных 
средах не зависят от упругих модулей, а определяются полностью гео-
метрическими параметрами образцов. Однако в упруго анизотропных 
кристаллах они различны для фононов разных поляризаций и зависят 
от направления теплового потока в кристалле. Из выражения (4.5) сле-
дует результат Смолуховского [107] для длины пробега молекул при 
течении разреженного молекулярного газа по бесконечной трубе с пря-
моугольным сечением ( ba× ):
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Из формулы (4.6) для кнудсеновского течения фононного газа по бесконечному стержню с 

прямоугольным сечением (a = D и b = W= μD) мы получаем результат МакКарди и др. [19] 

для длины Казимира 
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Для теплопроводности цилиндрического стержня бесконечной длины с диаметром d в 

модели изотропной среды следует результат Казимира [13]: dC =Λ , что совпадает с 

результатом Кнудсена [12] для течения разреженного молекулярного газа по бесконечной 

трубе с круглым сечением. Эти совпадения не является случайным. Займан в монографии [8] 

(стр. 415) подчеркнул: «Эти рассуждения (как, впрочем, и вся теория рассеяния на границах) 

точно такие же, как и в случае потока сильно разреженного газа через трубку (Кнудсен [344], 

Смолуховский [615]).» Поэтому режим граничного рассеяния получил название 

кнудсеновского течения фононного газа [8,9,35]. 

4.2. Влияние геометрических параметров на анизотропию длин
свободного пробега фононов в пленках и нанопроводах.

Рассмотрим особенности фононного транспорта в монокристаллических пленках в 

режиме кнудсеновского течения фононного газа. Ранее для оценок теплопроводности и длин 

свободного пробега фононов в монокристаллических пленках кубической симметрии для 

диффузного рассеяния на границах, как правило, использовалась модель изотропной среды и 

теория Казимира [см., например, 25,26,108]. В других работах (см., например, [5-7,28,29]) 

граничное рассеяние фононов в достаточно тонких пленках (D << L,W) учитывалось в 

модели изотропной среды аналогично тому, как это было сделано в работах Фукса [30] и 

Зондгеймера [31] при анализе проводимости тонких металлических пленок. При этом 
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Из формулы (4.6) для кнудсеновского течения фононного газа по бесконечному стержню с 

прямоугольным сечением (a = D и b = W= μD) мы получаем результат МакКарди и др. [19] 

для длины Казимира 
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(стр. 415) подчеркнул: «Эти рассуждения (как, впрочем, и вся теория рассеяния на границах) 
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Смолуховский [615]).» Поэтому режим граничного рассеяния получил название 

кнудсеновского течения фононного газа [8,9,35]. 
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Для теплопроводности цилиндрического стержня бесконечной 
длины с диаметром d в модели изотропной среды следует результат 
Казимира [13]: dC =Λ , что совпадает с результатом Кнудсена [12] для 
течения разреженного молекулярного газа по бесконечной трубе с кру-
глым сечением. Эти совпадения не является случайным. Займан в мо-
нографии [8] (стр. 415) подчеркнул: «Эти рассуждения (как, впрочем, и 
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вся теория рассеяния на границах) точно такие же, как и в случае пото-
ка сильно разреженного газа через трубку (Кнудсен [344], Смолухов-
ский [615]).» Поэтому режим граничного рассеяния получил название 
кнудсеновского течения фононного газа [8,9,35]. 

4.2. ВЛИянИе геомеТРИческИх ПАРАмеТРоВ 
нА АнИзоТРоПИю дЛИн сВободного ПРобегА 

ФононоВ В ПЛенкАх И нАноПРоВодАх

Рассмотрим особенности фононного транспорта в монокристалли-
ческих пленках в режиме кнудсеновского течения фононного газа. Ра-
нее для оценок теплопроводности и длин свободного пробега фононов 
в монокристаллических пленках кубической симметрии для диффуз-
ного рассеяния на границах, как правило, использовалась модель 
изотропной среды и теория Казимира [см., например, 25,26,108]. В дру-
гих работах (см., например, [5-7,28,29]) граничное рассеяние фононов 
в достаточно тонких пленках (D << L,W) учитывалось в модели 
изотропной среды аналогично тому, как это было сделано в работах 
Фукса [30] и Зондгеймера [31] при анализе проводимости тонких ме-
таллических пленок. При этом предполагалось, что длины свободного 
пробега и времена релаксации фононов в пленках зависят только от её 
толщины [5-7,28,29]. Этот результат является некорректеным, как и по-
пытка определить длины пробега фононов в нанопленках и нанопрово-
дах при низких температурах в [108], исходя из результатов Казимира и 
соображений размерности. Авторы [108] предположили, что длина 
пробега фононов в пленке зависит только от ее толщины, а цилиндри-
ческий стержень, рассмотренный Казимиром, является одномерной си-
стемой. Поскольку для цилиндрического стержня длина Казимира 

DC ⋅=Λ 1  (где D – диаметр стержня), а пленка является двумерной 
структурой, то авторы [108] постулировали, что для теплового потока 
вдоль пленки длина Казимира равна удвоенной толщине DC ⋅=Λ 2  
(где D – толщина пленки), т.е. она не зависит ни от ширины, ни от дли-
ны пленки. Эти результаты использовались в [108] для анализа темпе-
ратурных зависимостей теплопроводности в кремниевых нанопленках 
и нанопроводах, исходя из аддитивности вкладов граничного и объём-
ных механизмов рассеяния. 
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В связи с этим «результатом» в работе Мариса и Тамуры [25] была 
рассмотрена теплопроводность тонких пленок бесконечной длины в 
модели изотропного континуума и указано на ошибочность этого ре-
зультата. Было показано, что длины Казимира не только существенным 
образом зависят от ширины пленки, но и, более того, они логарифми-
чески расходятся при стремлении ширины пленки к бесконечности. 
Эта расходимость для пленок в модели изотропной среды ранее отме-
чалась в работе [32]. Действительно, из формулы (4.6) следует резуль-
тат [25,32]
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( ) ( ) 75.0,895.0,1,ln/~ =≈>>+≅Λ=Λ BABADCC µµµµ , (4.7)

где ( )µCΛ - длина Казимира для пленки толщиной D и шириной μD. Как отмечалось в 

[25,32], логарифмическая расходимость (4.7) обусловлена фононами, распространяющимися 

почти параллельно плоскости пленки. Вопрос о влиянии конечной длины пленки на 

логарифмическую расходимость длин Казимира в работах [25,32] не рассматривался. Также 

не исследовались такие важные проблемы, как влияние упругой анизотропии кубических 

кристаллов на зависимости длин пробега фононов от геометрических параметров пленок и 

направлений теплового потока. Эти проблемы являются актуальными для 

полупроводниковых пленок, широко используемых в микроэлектронике [1-3]. 

4.2.1. Длины Казимира в упруго анизотропных наноструктурах. 
Численный анализ теплопроводности с использованием выражений (4.1) - (4.3) 

показал, что длины Казимира для монокристаллических пленок также логарифмически 

расходятся, когда ширина пленки стремится к бесконечности [27]. Однако их значения для 

фононов различных поляризаций в отличие от изотропной среды значительно различаются 

(см. рис. 4.1). Кривая 5 на этом рисунке соответствует результату Мариса и Тамуры [25] для 

модели изотропной среды.

Как видно из рисунка 4.1а, учет конечной длины приводит к устранению 

расходимости длин пробега, как в изотропных, так и в монокристаллических пленках. При 

фиксированной длине L = 100D и толщине пленки D = 50 нм интервал интенсивного роста 
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где ( )µCΛ  - длина Казимира для пленки толщиной D и шириной μD. 
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. 
Так, например для Ge: 48.1~
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1.48, 85.1~ 1
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2.49.  
Длины Казимира достигают минимальных значений в направлениях дефо-
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кусировки, в которых они оказываются заметно меньше, чем для изотроп-
ных сред, например, для Ge: 81.0~

]100[ =ΛLC  
0.81, 77.0~ 1

]111[ =ΛtC  и 89.0~ 2
]110[ =ΛtC  

0.89.

Таблица 4.1
Приведенные длины Казимира 
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Таблица 4.1. Приведенные длины Казимира λ
ψ )]([

~
IСΛ и )]([

~
ψIСΛ в стержнях с квадратным 

сечением для симметричных направлений [I(ψ)] [27].
Соеди-
нение k-1 [I(ψ)]

L
IС )]([

~
ψΛ 1

)]([
~t

IС ψΛ 2
)]([

~t
IС ψΛ )]([

~
ψIСΛ )]([

~
ψIСΛ

[19]

GaN 1.28
[100] 0.76 1.39 1.92 1.59 -
[110] 1.30 1.46 0.94 1.16 -
[111] 1.67 0.78 1.12 1.07 -

GaAs 0.90
[100] 0.80 1.34 2.29 1.74 -
[110] 1.25 1.73 0.89 1.25 -
[111] 1.52 0.77 1.20 1.09 -

Ge 0.87
[100] 0.81 1.32 2.49 1.80 -
[110] 1.24 1.85 0.89 1.29 -
[111] 1.48 0.77 1.24 1.11 -

LiF 0.78
[100] 0.82 1.30 2.64 1.86 1.80
[110] 1.22 1.93 0.89 1.33 1.28
[111] 1.44 0.78 1.27 1.11 1.10

MgO 0.70
[100] 0.85 1.25 2.92 1.96 -
[110] 1.21 2.04 0.90 1.38 -
[111] 1.40 0.79 1.30 1.13 -

Si 0.67 [100] 0.84 1.30 2.75 1.92 1.86
[110] 1.22 1.97 0.89 1.34 1.29
[111] 1.42 0.78 1.26 1.10 1.09

Алмаз 0.40
[100] 0.93 1.18 2.11 1.53 1.55
[110] 1.17 1.32 0.96 1.14 1.11
[111] 1.27 0.86 1.40 1.17 1.13

YAG 0.03
[100] 1.09 1.12 1.16 1.13 -
[110] 1.12 1.13 1.08 1.11 -
[111] 1.13 1.04 1.25 1.15 -

YIG -0.04 [100] 1.14 1.00 1.10 1.06 -
[110] 1.10 1.18 1.09 1.13 -
[111] 1.09 1.05 1.49 1.25 -

SrF2 -0.20
[100] 1.35 0.82 1.04 0.99 -
[110] 1.07 2.33 1.00 1.55 -
[111] 1.00 1.06 1.98 1.48 -

CaF2 -0.33 [100] 1.59 0.78 0.95 0.97 0.98
[110] 1.04 1.86 0.98 1.33 1.30
[111] 0.92 1.13 1.86 1.46 1.45

NaCl -0.48 [100] 1.91 0.81 0.94 1.03 1.05
[110] 1.01 1.72 0.99 1.26 1.23
[111] 0.86 1.19 1.77 1.42 1.43

например, для Ge: 81.0~
]100[ =ΛLC , 77.0~ 1

]111[ =ΛtC и 89.0~ 2
]110[ =ΛtC . При переходе к нанопроводам из 

кристаллов второго типа направления фокусировки и дефокусировки фононов и, 

соответственно, минимальные и максимальные значения длин Казимира меняются местами. 

Например, для NaCl минимальные значения 86.0~
]111[ =ΛLC , 0.81~ 1

]100[ =ΛtC и 0.94~ 2
]100[ =ΛtC

имеют место в тех направлениях, где для Ge имели место максимальные, а максимальные

 и 
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Например, для NaCl минимальные значения 86.0~
]111[ =ΛLC , 0.81~ 1

]100[ =ΛtC и 0.94~ 2
]100[ =ΛtC

имеют место в тех направлениях, где для Ge имели место максимальные, а максимальные
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Таблица 4.1. Приведенные длины Казимира λ
ψ )]([

~
IСΛ и )]([

~
ψIСΛ в стержнях с квадратным 

сечением для симметричных направлений [I(ψ)] [27].
Соеди-
нение k-1 [I(ψ)]

L
IС )]([

~
ψΛ 1

)]([
~t

IС ψΛ 2
)]([

~t
IС ψΛ )]([

~
ψIСΛ )]([

~
ψIСΛ

[19]

GaN 1.28
[100] 0.76 1.39 1.92 1.59 -
[110] 1.30 1.46 0.94 1.16 -
[111] 1.67 0.78 1.12 1.07 -

GaAs 0.90
[100] 0.80 1.34 2.29 1.74 -
[110] 1.25 1.73 0.89 1.25 -
[111] 1.52 0.77 1.20 1.09 -

Ge 0.87
[100] 0.81 1.32 2.49 1.80 -
[110] 1.24 1.85 0.89 1.29 -
[111] 1.48 0.77 1.24 1.11 -

LiF 0.78
[100] 0.82 1.30 2.64 1.86 1.80
[110] 1.22 1.93 0.89 1.33 1.28
[111] 1.44 0.78 1.27 1.11 1.10

MgO 0.70
[100] 0.85 1.25 2.92 1.96 -
[110] 1.21 2.04 0.90 1.38 -
[111] 1.40 0.79 1.30 1.13 -

Si 0.67 [100] 0.84 1.30 2.75 1.92 1.86
[110] 1.22 1.97 0.89 1.34 1.29
[111] 1.42 0.78 1.26 1.10 1.09

Алмаз 0.40
[100] 0.93 1.18 2.11 1.53 1.55
[110] 1.17 1.32 0.96 1.14 1.11
[111] 1.27 0.86 1.40 1.17 1.13

YAG 0.03
[100] 1.09 1.12 1.16 1.13 -
[110] 1.12 1.13 1.08 1.11 -
[111] 1.13 1.04 1.25 1.15 -

YIG -0.04 [100] 1.14 1.00 1.10 1.06 -
[110] 1.10 1.18 1.09 1.13 -
[111] 1.09 1.05 1.49 1.25 -

SrF2 -0.20
[100] 1.35 0.82 1.04 0.99 -
[110] 1.07 2.33 1.00 1.55 -
[111] 1.00 1.06 1.98 1.48 -

CaF2 -0.33 [100] 1.59 0.78 0.95 0.97 0.98
[110] 1.04 1.86 0.98 1.33 1.30
[111] 0.92 1.13 1.86 1.46 1.45

NaCl -0.48 [100] 1.91 0.81 0.94 1.03 1.05
[110] 1.01 1.72 0.99 1.26 1.23
[111] 0.86 1.19 1.77 1.42 1.43

например, для Ge: 81.0~
]100[ =ΛLC , 77.0~ 1

]111[ =ΛtC и 89.0~ 2
]110[ =ΛtC . При переходе к нанопроводам из 

кристаллов второго типа направления фокусировки и дефокусировки фононов и, 

соответственно, минимальные и максимальные значения длин Казимира меняются местами. 

Например, для NaCl минимальные значения 86.0~
]111[ =ΛLC , 0.81~ 1

]100[ =ΛtC и 0.94~ 2
]100[ =ΛtC

имеют место в тех направлениях, где для Ge имели место максимальные, а максимальные
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Таблица 4.1. Приведенные длины Казимира λ
ψ )]([

~
IСΛ и )]([

~
ψIСΛ в стержнях с квадратным 

сечением для симметричных направлений [I(ψ)] [27].
Соеди-
нение k-1 [I(ψ)]

L
IС )]([

~
ψΛ 1

)]([
~t

IС ψΛ 2
)]([

~t
IС ψΛ )]([

~
ψIСΛ )]([

~
ψIСΛ

[19]

GaN 1.28
[100] 0.76 1.39 1.92 1.59 -
[110] 1.30 1.46 0.94 1.16 -
[111] 1.67 0.78 1.12 1.07 -

GaAs 0.90
[100] 0.80 1.34 2.29 1.74 -
[110] 1.25 1.73 0.89 1.25 -
[111] 1.52 0.77 1.20 1.09 -

Ge 0.87
[100] 0.81 1.32 2.49 1.80 -
[110] 1.24 1.85 0.89 1.29 -
[111] 1.48 0.77 1.24 1.11 -

LiF 0.78
[100] 0.82 1.30 2.64 1.86 1.80
[110] 1.22 1.93 0.89 1.33 1.28
[111] 1.44 0.78 1.27 1.11 1.10

MgO 0.70
[100] 0.85 1.25 2.92 1.96 -
[110] 1.21 2.04 0.90 1.38 -
[111] 1.40 0.79 1.30 1.13 -

Si 0.67 [100] 0.84 1.30 2.75 1.92 1.86
[110] 1.22 1.97 0.89 1.34 1.29
[111] 1.42 0.78 1.26 1.10 1.09

Алмаз 0.40
[100] 0.93 1.18 2.11 1.53 1.55
[110] 1.17 1.32 0.96 1.14 1.11
[111] 1.27 0.86 1.40 1.17 1.13

YAG 0.03
[100] 1.09 1.12 1.16 1.13 -
[110] 1.12 1.13 1.08 1.11 -
[111] 1.13 1.04 1.25 1.15 -

YIG -0.04 [100] 1.14 1.00 1.10 1.06 -
[110] 1.10 1.18 1.09 1.13 -
[111] 1.09 1.05 1.49 1.25 -

SrF2 -0.20
[100] 1.35 0.82 1.04 0.99 -
[110] 1.07 2.33 1.00 1.55 -
[111] 1.00 1.06 1.98 1.48 -

CaF2 -0.33 [100] 1.59 0.78 0.95 0.97 0.98
[110] 1.04 1.86 0.98 1.33 1.30
[111] 0.92 1.13 1.86 1.46 1.45

NaCl -0.48 [100] 1.91 0.81 0.94 1.03 1.05
[110] 1.01 1.72 0.99 1.26 1.23
[111] 0.86 1.19 1.77 1.42 1.43

например, для Ge: 81.0~
]100[ =ΛLC , 77.0~ 1

]111[ =ΛtC и 89.0~ 2
]110[ =ΛtC . При переходе к нанопроводам из 

кристаллов второго типа направления фокусировки и дефокусировки фононов и, 

соответственно, минимальные и максимальные значения длин Казимира меняются местами. 

Например, для NaCl минимальные значения 86.0~
]111[ =ΛLC , 0.81~ 1

]100[ =ΛtC и 0.94~ 2
]100[ =ΛtC

имеют место в тех направлениях, где для Ge имели место максимальные, а максимальные
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Таблица 4.1. Приведенные длины Казимира λ
ψ )]([

~
IСΛ и )]([

~
ψIСΛ в стержнях с квадратным 

сечением для симметричных направлений [I(ψ)] [27].
Соеди-
нение k-1 [I(ψ)]

L
IС )]([

~
ψΛ 1

)]([
~t

IС ψΛ 2
)]([

~t
IС ψΛ )]([

~
ψIСΛ )]([

~
ψIСΛ

[19]

GaN 1.28
[100] 0.76 1.39 1.92 1.59 -
[110] 1.30 1.46 0.94 1.16 -
[111] 1.67 0.78 1.12 1.07 -

GaAs 0.90
[100] 0.80 1.34 2.29 1.74 -
[110] 1.25 1.73 0.89 1.25 -
[111] 1.52 0.77 1.20 1.09 -

Ge 0.87
[100] 0.81 1.32 2.49 1.80 -
[110] 1.24 1.85 0.89 1.29 -
[111] 1.48 0.77 1.24 1.11 -

LiF 0.78
[100] 0.82 1.30 2.64 1.86 1.80
[110] 1.22 1.93 0.89 1.33 1.28
[111] 1.44 0.78 1.27 1.11 1.10

MgO 0.70
[100] 0.85 1.25 2.92 1.96 -
[110] 1.21 2.04 0.90 1.38 -
[111] 1.40 0.79 1.30 1.13 -

Si 0.67 [100] 0.84 1.30 2.75 1.92 1.86
[110] 1.22 1.97 0.89 1.34 1.29
[111] 1.42 0.78 1.26 1.10 1.09

Алмаз 0.40
[100] 0.93 1.18 2.11 1.53 1.55
[110] 1.17 1.32 0.96 1.14 1.11
[111] 1.27 0.86 1.40 1.17 1.13

YAG 0.03
[100] 1.09 1.12 1.16 1.13 -
[110] 1.12 1.13 1.08 1.11 -
[111] 1.13 1.04 1.25 1.15 -

YIG -0.04 [100] 1.14 1.00 1.10 1.06 -
[110] 1.10 1.18 1.09 1.13 -
[111] 1.09 1.05 1.49 1.25 -

SrF2 -0.20
[100] 1.35 0.82 1.04 0.99 -
[110] 1.07 2.33 1.00 1.55 -
[111] 1.00 1.06 1.98 1.48 -

CaF2 -0.33 [100] 1.59 0.78 0.95 0.97 0.98
[110] 1.04 1.86 0.98 1.33 1.30
[111] 0.92 1.13 1.86 1.46 1.45

NaCl -0.48 [100] 1.91 0.81 0.94 1.03 1.05
[110] 1.01 1.72 0.99 1.26 1.23
[111] 0.86 1.19 1.77 1.42 1.43

например, для Ge: 81.0~
]100[ =ΛLC , 77.0~ 1

]111[ =ΛtC и 89.0~ 2
]110[ =ΛtC . При переходе к нанопроводам из 

кристаллов второго типа направления фокусировки и дефокусировки фононов и, 

соответственно, минимальные и максимальные значения длин Казимира меняются местами. 

Например, для NaCl минимальные значения 86.0~
]111[ =ΛLC , 0.81~ 1

]100[ =ΛtC и 0.94~ 2
]100[ =ΛtC

имеют место в тех направлениях, где для Ge имели место максимальные, а максимальные

 [19]

GaN 1.28
[100] 0.76 1.39 1.92 1.59 -
[110] 1.30 1.46 0.94 1.16 -
[111] 1.67 0.78 1.12 1.07 -

GaAs 0.90
[100] 0.80 1.34 2.29 1.74 -
[110] 1.25 1.73 0.89 1.25 -
[111] 1.52 0.77 1.20 1.09 -

Ge 0.87
[100] 0.81 1.32 2.49 1.80 -
[110] 1.24 1.85 0.89 1.29 -
[111] 1.48 0.77 1.24 1.11 -

LiF 0.78
[100] 0.82 1.30 2.64 1.86 1.80
[110] 1.22 1.93 0.89 1.33 1.28
[111] 1.44 0.78 1.27 1.11 1.10

MgO 0.70
[100] 0.85 1.25 2.92 1.96 -
[110] 1.21 2.04 0.90 1.38 -
[111] 1.40 0.79 1.30 1.13 -

Si 0.67 [100] 0.84 1.30 2.75 1.92 1.86
[110] 1.22 1.97 0.89 1.34 1.29
[111] 1.42 0.78 1.26 1.10 1.09

Алмаз 0.40
[100] 0.93 1.18 2.11 1.53 1.55
[110] 1.17 1.32 0.96 1.14 1.11
[111] 1.27 0.86 1.40 1.17 1.13

YAG 0.03
[100] 1.09 1.12 1.16 1.13 -
[110] 1.12 1.13 1.08 1.11 -
[111] 1.13 1.04 1.25 1.15 -

YIG -0.04 [100] 1.14 1.00 1.10 1.06 -
[110] 1.10 1.18 1.09 1.13 -
[111] 1.09 1.05 1.49 1.25 -

SrF2 -0.20
[100] 1.35 0.82 1.04 0.99 -
[110] 1.07 2.33 1.00 1.55 -
[111] 1.00 1.06 1.98 1.48 -

CaF2
-0.33 [100] 1.59 0.78 0.95 0.97 0.98

[110] 1.04 1.86 0.98 1.33 1.30
[111] 0.92 1.13 1.86 1.46 1.45

NaCl -0.48 [100] 1.91 0.81 0.94 1.03 1.05
[110] 1.01 1.72 0.99 1.26 1.23
[111] 0.86 1.19 1.77 1.42 1.43
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При переходе к нанопроводам из кристаллов второго типа направления 
фокусировки и дефокусировки фононов и, соответственно, минималь-
ные и максимальные значения длин Казимира меняются местами. На-
пример, для NaCl минимальные значения 86.0~

]111[ =ΛLC  
0.86, 0.81~ 1

]100[ =ΛtC  и 
0.94~ 2

]100[ =ΛtC  имеют место в тех направлениях, где для Ge имели место 
максимальные, а максимальные значения реализуются в направлениях, 
где для Ge имели место минимумы длин пробега (см. таблицу 4.1). Сле-
дует учесть, что в кристаллах первого и второго типа поперечные моды 
t1 и t2 также меняются местами [44]. Отметим, что для нанопроводов с 
существенной анизотропией упругой энергии (GaAs, Ge, LiF, Si) значе-
ния минимальных и максимальных длин Казимира существенно отли-
чаются от величины 

isoCΛ
~ . Однако для кристаллов YAG и YIG со сла-

бой анизотропией упругой энергии ( 1  1-k << ) они близки к значениям 

isoCΛ
~  (см. таблицу 4.1). При этом для каждой моды в зависимости от 
направления они могут иметь значения как большие, так и меньшие, 
чем 

isoCΛ
~ . Как видно из таблицы 4.1, наши результаты для длин Кази-

мира в симметричных направлениях согласуются с полученными в [19] 
в пределах погрешности 1-4 %. Для изотропных сред длины свободно-
го пробега в режиме граничного рассеяния определяются полностью 
геометрическими параметрами наноструктур. Поэтому они могут быть 
использованы в качестве удобной системы сравнения для длин Кази-
мира 
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значения реализуются в направлениях, где для Ge имели место минимумы длин пробега (см. 

таблицу 4.1). Следует учесть, что в кристаллах первого и второго типа поперечные моды t1 и 

t2 также меняются местами [44]. Отметим, что для нанопроводов с существенной 

анизотропией упругой энергии (GaAs, Ge, LiF, Si) значения минимальных и максимальных 

длин Казимира существенно отличаются от величины isoCΛ
~ . Однако для кристаллов YAG и 

YIG со слабой анизотропией упругой энергии ( 11-k << ) они близки к значениям isoCΛ
~ (см. 

таблицу 4.1). При этом для каждой моды в зависимости от направления они могут иметь 

значения как большие, так и меньшие, чем isoCΛ
~ . Как видно из таблицы 4.1, наши 

результаты для длин Казимира в симметричных направлениях согласуются с полученными в 

[19] в пределах погрешности 1-4 %. Для изотропных сред длины свободного пробега в 

режиме граничного рассеяния определяются полностью геометрическими параметрами 

наноструктур. Поэтому они могут быть использованы в качестве удобной системы сравнения 

для длин Казимира ),(~
0

}{
)]([ µψ kJ

IСΛ в упруго анизотропных кристаллах при изменении 

направления теплового потока или при сравнении длин Казимира в наноструктурах, 

выполненных из различных материалов (см. рис. 4.1, 4.2). 

Проведенный анализ показал, что длины Казимира для монокристаллических пленок 

определяются не только геометрическими параметрами, но и в значительной степени зависят 

от направления теплового потока и ориентации плоскости пленки, т. е. )(~)(~ }{
][ µµ J
ICC Λ⇒Λ . В 

предельном случае μ >> 1 длины Казимира )(~ }{
][ µJ
ICΛ могут быть представлены в виде (4.7). 

При этом значения коэффициентов А и В становятся зависящими от ориентационных 

параметров [I(ψ)] и {J}.

4.2.2. Зависимости длин свободного пробега фононов от 
геометрических параметров в наноструктурах с различным 
типом анизотропии упругой энергии.

Проанализируем зависимости теплопроводности и длин свободного пробега фононов 

в пленках из кристаллов первого и второго типа от геометрических параметров для 

различных значений параметра анизотропии k – 1 и ориентаций плоскостей {J}. Для этого 

зафиксируем направление градиента температуры и рассмотрим зависимости 

теплопроводности от приведенной ширины пленки μ= W/D при L/D = 100 (k0 = 50) для 

различных ориентаций плоскостей пленок {J}. Оценки показывают, что для нанопроводов с 

квадратным сечением (μ =1) отличие средних длин пробега для ориентации боковых граней 

{J} = {100} и {J} = {110} составляет менее 1.3% Поэтому для них зависимости 

 в упруго анизотропных кристаллах при изменении на-
правления теплового потока или при сравнении длин Казимира в нано-
структурах, выполненных из различных материалов (см. рис. 4.1, 4.2). 

Проведенный анализ показал, что длины Казимира для монокри-
сталлических пленок определяются не только геометрическими пара-
метрами, но и в значительной степени зависят от направления теплово-
го потока и ориентации плоскости пленки, т. е. )(~)(~ }{

][ µµ J
ICC Λ⇒Λ .  

В предельном случае μ >> 1 длины Казимира )(~ }{
][ µJ
ICΛ  могут быть 

представлены в виде (4.7). При этом значения коэффициентов А и В 
становятся зависящими от ориентационных параметров [I(ψ)] и {J}. 

4.2.2. зависимости длин свободного пробега фононов от 
геометрических параметров в наноструктурах с различным 

типом анизотропии упругой энергии

Проанализируем зависимости теплопроводности и длин свободно-
го пробега фононов в пленках из кристаллов первого и второго типа от 
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геометрических параметров для различных значений параметра ани-
зотропии k – 1 и ориентаций плоскостей {J}. Для этого зафиксируем 
направление градиента температуры и рассмотрим зависимости тепло-
проводности от приведенной ширины пленки μ= W/D при L/D = 100  
(k0 = 50) для различных ориентаций плоскостей пленок {J}. Оценки 
показывают, что для нанопроводов с квадратным сечением (μ =1) отли-
чие средних длин пробега для ориентации боковых граней {J} = {100} 
и {J} = {110} составляет менее 1.3% Поэтому для них зависимости те-
плопроводности от ориентаций боковых граней для всех рассмотрен-
ных кристаллов малы, и ими можно пренебречь. 

 

Рис. 4.2. Зависимости средних длин свободного пробега )(~ }100{
]100[ µΛ  пленок с 

длиной L = 100D, D = 50 нм от параметра μ (а) для ориентации плоскости пленки 
{100} и направления градиента температур [100], (б) для ориентации плоскости 

пленки {111} и направления градиента температур [11 ]211[ ]. Кривые: 1 – MgO, 
2 – Si, 3 – Ge, 4 - GaAs, 5 – GaN, 6 – алмаз, 7 – YAG, 8 – YIG, 9 – NaCl, 10 – CaF2 

и 11 - SrF2, 12 - модель изотропной среды

Однако в достаточно широких монокристаллических пленках зна-
чения длин пробега фононов в значительной степени определяются 
ориентацией плоскости. Для всех материалов длины пробега в моно-
кристаллических пленках возрастают с увеличением их ширины. Как 
видно из рисунка 4.2а, для ориентации плоскости {J} = {100} и направ-
ления градиента температуры [I] = [100] длины пробега в пленках из 
кристаллов первого типа оказываются больше, а в кристаллах второго 
типа – меньше, чем в изотропных средах. В этом случае мы имеем воз-
можность проследить, как изменяются длины пробега фононов в до-
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статочно широких пленках в зависимости от значений параметра ани-
зотропии k – 1.

Следует отметить, зависимость длин свободного пробега от пара-
метра анизотропии k – 1 не является монотонно возрастающей, хотя 
при малых значениях этого параметра такая зависимость имеет место. 
Так, например, при переходе от изотропной среды (k – 1=0) к кристал-
лам YAG (k – 1=0.03) и алмазу (k – 1=0.4) значения длин пробега в 
пленках при фиксированном значении ширины пленки возрастают (см. 
рис. 4.2а). Казалось бы, далее должны следовать длины пробега для 
пленок из кристаллов Si ( 0.671=−k ) и MgO ( 0.691=−k ). Однако на 
самом деле следующую ступеньку занимают длины пробега для пле-
нок из кристаллов GaN ( 1.2751=−k ) со значительно большим параме-
тром анизотропии. А длины пробега для пленок из Si и MgO имеют 
максимальные значения из рассмотренных материалов. Ниже их распо-
лагаются длины пробега в пленках из Ge ( 0.871=−k ) и GaAs  
( 0.91=−k ), параметры анизотропии которых заметно больше, чем в Si 
(см. рис. 4.2а). Такая иерархия длин пробега в пленках обусловлена 
влиянием фокусировки фононов на плотность состояний и длины про-
бега квазипоперечных мод, которые вносят основной вклад в тепло-
проводность пленок и, соответственно, в средние длины пробега. 

В кристаллах с малой анизотропией упругой энергии алмаз, YAG, 
YIG и в изотропных средах для поперечных мод отсутствуют области с 
отрицательной кривизной на изоэнергетических поверхностях, и изме-
нения фононных плотностей состояний относительно невелики. Они 
могут быть описаны с помощью «фактора усиления» (см. раздел 1.6). 
Для остальных кристаллов первого типа с большими значениями пара-
метра k – 1 на изоэнергетических поверхностях имеют место области с 
отрицательной кривизной. В этом случае сектор фокусировки фононов 
определяется углами 2 3θ , и этот сектор собирает в себя все состояния с 
волновыми векторами в секторе 2 4θ  (см. раздел 1.5). Чем меньше угол 
2 3θ , тем больше оказывается плотность состояний в области фокуси-
ровки фононов (см. рис. 1.18). Наименьшие значения углов 3θ  и наи-
большее изменение плотности состояний имеют место для Si и MgO с 
относительно небольшим значением параметра k – 1 (см. таблицу 1.6). 
С увеличением параметра k – 1 значения углов 3θ , определяющих об-
ласть фокусировки фононов возрастает, а величины плотности состоя-
ний для этих кристаллов уменьшаются. Это приводит к уменьшению 
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вклада рассматриваемой моды в теплопроводность пленки и, соответ-
ственно, к уменьшению значений длин пробега в пленках при переходе 
от кристаллов Ge с k – 1=0.87 к GaN с параметром анизотропии  
k – 1=1.275 (см. рис. 4.2а). Для кристаллов второго типа кривые зависи-
мости длин пробега от ширины пленки располагаются ниже кривой, 
соответствующей модели изотропной среды. Для пленок на основе 
YIG с k – 1= -0.04 зависимости длин пробега близки к модели изотроп-
ной среды и зависимостям для пленок на основе NaCl (k – 1=-0.48).  
Для пленок на основе кристаллов CaF2 (k – 1=-0.33) и SrF2 (k – 1=-0.2) 
кривые 10 и 11 практически идут друг по другу и расположены заметно 
ниже, чем для модели изотропной среды.

Как видно из рисунка 4.2б, для ориентации плоскости пленки  
{J} = {111} и направления градиента температуры [I] = [11 ]211[ ] ситуация 
с длинами пробега в кристаллах первого и второго типа кардинально 
меняется по сравнению с рассмотренным случаем ориентации плоско-
стей пленок {100}. В кристаллах второго типа они оказываются боль-
ше, а в кристаллах первого типа – меньше, чем в изотропных средах. 
Максимальные значения длины пробега для пленок с ориентацией 
{111} и направлением теплового потока [11 ]211[ ] имеют место для кри-
сталла второго типа CaF2, а минимальное – для пленок GaN с макси-
мальным значением параметра анизотропии из рассмотренных кри-
сталлов первого типа. Причем, в данном случае для кристаллов перво-
го типа последовательность кривых обратная их значениям параметра 
анизотропии k – 1. Самая верхняя кривая 7, примыкающая к зависимо-
сти для модели изотропной среды, имеет место для пленок YAG, а ниж-
няя кривая 5 - для пленок GaN.

Рассмотрим зависимости длин свободного пробега фононов в 
пленках с ориентациями {100} и {111} от приведенной длины  
k0 = L/2D. Сравним эти зависимости для нанопроводов (μ = 1) и доста-
точно широких пленок с μ = 100. Как видно из рисунка 4.3а, с увеличе-
нием длины наноструктур величины теплопроводности и длины про-
бега фононов ),(~

0
}{
][ µkJ
IΛ  в пленках с ориентациями {100} и направле-

нием теплового потока [100] возрастают тем быстрее, чем больше зна-
чения параметра μ (см. рис. 4.3). При длинах пленок, превышающих их 
ширину на два порядка величины, зависимости длин пробега фононов 
выходят на насыщение. Отметим, что для кристаллов YAG и YIG со 
слабой анизотропией упругой энергии ( 11- <<k <<1) зависимости длин 



1694.2. Влияние геометрических параметров на анизотропию длин свободного пробега 

Рис. 4.3. Зависимости приведенных длин свободного пробега от параметра
k0= L/2D для наноструктур с толщиной D=50 нм на основе кристаллов 

MgO – (1,1a), Si – (2,2a), Ge – (3,3a), GaAs – (4,4a), GaN – (5,5a), алмаз – (6,6a), 
YAG – (7,7a), YIG – (8,8a), NaCl – (9,9a), CaF2 – (10,10a), SrF2 – (11,11a), 

изотропная среда – (12,12a). Кривые 1-12 относятся к нанопроводам (μ = 1), 
кривые 1a-12a относятся к пленкам (μ = 100) для случаев: а) ориентация 

плоскости пленки {100} и градиент температуры вдоль [100]; (б) ориентация 
плоскости пленки {111} и градиент температуры вдоль [11 ]211[ ]
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пробега ),(~
0

}{
][ µkJ
IΛ  от k0 мало отличаются друг от друга и модели 

изотропной среды (см. рис. 4.3). Обращает на себя внимание качествен-
ное отличие зависимостей ),(~

0
}{
][ µkJ
IΛ  от k0 в пленках и нанопроводах 

для ориентаций {100} и {111}. Для пленок с плоскостью {100} и на-
правлением теплового потока [100] значения длин свободного пробега 
в кристаллах первого (GaN, GaAs, Ge, MgO, Si, алмаз, YAG) оказыва-
ются выше, чем в изотропных средах, как в нанопленках, так и в нано-
проводах (см. рис. 4.3). Тогда, как для кристаллов второго типа (NaCl, 
CaF2, SrF2, YIG) в этом случае они оказываются ниже, чем в изотроп-
ных средах. Причем, последовательность кривых на рисунках 4.3а от 
приведенной длины пленки совпадает с последовательность кривых на 
рисунках 4.2а для зависимостей длин пробега от приведенной ширины 
пленки. Максимальные значения длины пробега из рассмотренных ма-
териалов для обеих зависимостей имеют место для пленок из кристал-
лов первого типа Si и MgO, а минимальные - для пленок из кристаллов 
второго типа CaF2. 

Как видно из рисунка 4.3б, в пленках с ориентациями плоскостей 
{J} = {111} и направлением градиента температуры [11 ]211[ ] последова-
тельность длин пробега в значительной мере становится обратной по 
отношению к пленкам с ориентацией {100}. В кристаллах второго типа 
они оказываются больше, а в кристаллах первого типа – меньше, чем в 
изотропных средах. Аналогично рассмотренным ранее зависимостям 
длин пробега от ширины пленок (см. рис 4.2б) максимальные значения 
длин пробега от приведенной длины для пленок с ориентацией {111} и 
направлением теплового потока [11 ]211[ ] достигаются для кристалла вто-
рого типа CaF2, а минимальное – для пленок GaN. Последовательность 
кривых на рисунках 4.3б от приведенной длины пленки совпадает с 
последовательностью кривых на рисунках 4.2б для зависимостей длин 
пробега от приведенной ширины пленки. 

4.2.3. зависимости анизотропии теплопроводности от 
длин монокристаллических пленок

Проанализируем изменение анизотропии фононного транспорта в 
плоскости пленки в зависимости от её длины для различных соедине-
ний. Для этого зафиксируем ширину пленки W = 100 D (µ=100, D=50 нм) 
и построим зависимости длин пробега фононов от приведенной длины 
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k0 = L/2D для направлений теплового потока, обеспечивающих фокуси-
ровку и дефокусировку акустических мод. В разделе 2.3 было показано 
(см. также [20]), что длины свободного пробега в объёмных материалах 
достигают максимальных значений в направлениях фокусировки фо-
нонов, а минимальных значений ‒ в направлениях дефокусировки. По-
этому, если рассчитанные значения длин свободного пробега для этих 
направлений в пленках с конкретным соотношением геометрических 
параметров будут совпадать, то можно ожидать, что в этой области па-
раметров их зависимости в плоскости пленки будут изотропны. Если 
они будут различаться, то, соответственно, длины пробега в плоскости 
пленки будут анизотропны. Отметим, что в пленках с ориентацией 
{100} из кристаллов первого типа медленная поперечная мода фокуси-
руется и дефокусируется в направлениях [100] и [110], напротив, для 
пленок из кристаллов второго типа быстрая поперечная мода в этих 
направлениях дефокусируется и фокусируется. 

Для быстрой и медленной поперечных мод в пленках с ориентаци-
ей плоскости {111} локальные максимумы и минимумы фокусировки 
реализуются в направлениях типа ]2[11  и [110]. Поэтому мы рассчита-
ли зависимости длин пробега 
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нормированных на толщину пленки, от приведенной длины k0 для этих направлений (см. 

[70]). Из рисунков 4.4 видно, что зависимости длин свободного пробега для различных 

колебательных мод в пленках с ориентациями {100} и {111} для всех материалов являются 
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меньше или равна её ширине (L≤W), зависимости длин свободного пробега в направлениях 

фокусировки и дефокусировки фононов для всех акустических мод отличаются 
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ожидать, что для квадратных пленок с ориентациями {100} и {111} угловые зависимости 

теплопроводности будут изотропными. А для коротких пленок с L<W следует ожидать, что 

угловые зависимости длин пробега и теплопроводности в плоскости пленок будут почти 

изотропными. 

Однако увеличение длины пленок с ориентациями {100} и {111} при L>W (k0 >50) 

приводит к тому, что значения длин пробега для направлений фокусировки становятся

, нормирован-
ных на толщину пленки, от приведенной длины k0 для этих направле-
ний (см. [70]). Из рисунков 4.4 видно, что зависимости длин свободно-
го пробега для различных колебательных мод в пленках с ориентация-
ми {100} и {111} для всех материалов являются возрастающими функ-
циями длины образца. С увеличением длины пленки при L>100W они 
выходят на насыщение. Для коротких пленок с ориентациями {100} и 
{111}, длина которых меньше или равна её ширине (L≤W), зависимости 
длин свободного пробега в направлениях фокусировки и дефокусиров-
ки фононов для всех акустических мод отличаются незначительно. В 
любом случае при k0 =50 (L=W) эти зависимости пересекаются, и сле-
дует ожидать, что для квадратных пленок с ориентациями {100} и 
{111} угловые зависимости теплопроводности будут изотропными. А 
для коротких пленок с L<W следует ожидать, что угловые зависимости 
длин пробега и теплопроводности в плоскости пленок будут почти 
изотропными. 

Однако увеличение длины пленок с ориентациями {100} и {111} 
при L>W (k0 >50) приводит к тому, что значения длин пробега для  
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направлений фокусировки становятся заметно больше, чем для направ-
лений дефокусировки фононов. При этом анизотропия длин пробега 
возрастает, и при L>102W она достигает максимальных значений  
(см. рис. 4.4). Так, например, для пленок Ge, Si с ориентацией {100} в 
направлении фокусировки длины пробега медленной, а для пленок

Рис. 4.4. Зависимости приведенных средних длин свободного пробега )k(~
0

}100{
][ IΛ  

(кривые 1 и 1a), а также длин пробега фононов различных поляризаций )k(~
0

}100{
][

λ
IΛ  

в пленках Si (а,в) и CaF2 (б,г) с ориентацией плоскости пленки {100} (а,б) и 
{111} (в,г) от приведенной длины k0 [30]. Кривые (2, 2a) – для быстрой 

поперечной моды, (3, 3a) – для моды t2, (4, 4a) ‒ для продольных фононов,
кривая 5-для модели изотропной среды

CaF2 быстрой поперечной моды оказываются больше, чем в направле-
нии дефокусировки в 1.65, 1.62 и 1.34 раза, соответственно. Для бы-
стрых поперечных мод в пленках с ориентацией {100} из кристаллов 
первого типа анизотропия длин пробега при L>100W мала: она составля-
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ет 2% - 3% для кристаллов Ge и GaAs и увеличивается до 9% для InSb 
(см. таблицу 4.3). Исключение представляют пленки MgO: в них длины 
пробега для моды t1 в направлениях [100] оказываются в 1.33 раза мень-
ше, чем для направления [110] (см. таблицу 4.2). Для моды t1 в пленках 
CaF2 и NaCl ситуация с анизотропией длин пробега }100{1

][
t
IΛ оказывается 

подобной пленкам MgO: в них длины пробега в направлении [110] ока-
зываются больше, чем в [100] в 1.34 и 1.30 раза (cм. таблицу 4.2).

Таблица 4.2
Анизотропия длин свободного пробега в пленках с параметрами 

L=100W, W = 100D и D=50 нм
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анизотропией длин пробега }100{1
][

t
IΛ оказывается подобной пленкам MgO: в них длины пробега 

в направлении [110] оказываются больше, чем в [100] в 1.34 и 1.30 раза (cм. таблицу 4.2).
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]110[ / tt ΛΛ 1.02 1.03 1.09 1.04 1.06 1.33 1.07 1.01 1.34 1.30
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]110[ / tt ΛΛ 1.27 1.23 1.18 1.15 1.27 1.16 1.27 1.09 1.16 1.12
}100{2
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]100[ / tt ΛΛ 1.52 1.65 1.33 1.22 1.67 1.67 1.62 1.24 1.01 1.01
}111{2

]110[
}111{2

]211[ / tt ΛΛ 1.13 1.09 1.09 1.05 1.09 1.11 1.09 1.07 1.09 1.07
}100{
]110[

}100{
]100[ /ΛΛ 1.21 1.21 1.16 1.13 1.16 1.05 1.12 1.08 0.89 0.93

}111{
]211[

}111{
]110[ /ΛΛ 1.08 1.08 1.06 1.05 1.09 1.05 1.1 1.02 1.06 1.04

При переходе к пленкам с плоскостью {111} анизотропия полной теплопроводности 

уменьшается, она не превышает 10%. Этот результат обусловлен фокусировкой и 

дефокусировкой быстрой и медленной поперечных мод, которые вносят основной вклад в 

полную теплопроводность и среднюю длину свободного пробега. Дело в том, что быстрая 

поперечная мода фокусируется и дефокусируется в направлениях [110] и ]2[11 . В 

противоположность этому медленная поперечная мода дефокусируется в направлении [110], 

а в ]2[11 она имеет локальный максимум фокусировки. Поэтому за счет взаимной 

компенсации этих вкладов результирующая анизотропия полной теплопроводности 

оказывается малой. Для пленок на основе кристаллов GaAs, InSb, LiF, алмаза и CaF2, NaCl

зависимости длин свободного пробега фононов от геометрических параметров подобны 

рассчитанным для пленок Si и CaF2 (cм. таблицу 4.2). При L≤W эти зависимости в 

направлениях фокусировки и дефокусировки фононов для каждой колебательной моды 

практически совпадают. А при L>100W они становятся анизотропными. Параметры 

анизотропии длин пробега для исследованных пленок приведены в таблице 4.2.
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}111{1

]110[ / tt ΛΛ 1.27 1.23 1.18 1.15 1.27 1.16 1.27 1.09 1.16 1.12
}100{2

]110[
}100{2

]100[ / tt ΛΛ 1.52 1.65 1.33 1.22 1.67 1.67 1.62 1.24 1.01 1.01
}111{2

]110[
}111{2

]211[ / tt ΛΛ 1.13 1.09 1.09 1.05 1.09 1.11 1.09 1.07 1.09 1.07
}100{
]110[

}100{
]100[ /ΛΛ 1.21 1.21 1.16 1.13 1.16 1.05 1.12 1.08 0.89 0.93

}111{
]211[

}111{
]110[ /ΛΛ 1.08 1.08 1.06 1.05 1.09 1.05 1.1 1.02 1.06 1.04

При переходе к пленкам с плоскостью {111} анизотропия полной теплопроводности 

уменьшается, она не превышает 10%. Этот результат обусловлен фокусировкой и 

дефокусировкой быстрой и медленной поперечных мод, которые вносят основной вклад в 

полную теплопроводность и среднюю длину свободного пробега. Дело в том, что быстрая 

поперечная мода фокусируется и дефокусируется в направлениях [110] и ]2[11 . В 

противоположность этому медленная поперечная мода дефокусируется в направлении [110], 

а в ]2[11 она имеет локальный максимум фокусировки. Поэтому за счет взаимной 

компенсации этих вкладов результирующая анизотропия полной теплопроводности 

оказывается малой. Для пленок на основе кристаллов GaAs, InSb, LiF, алмаза и CaF2, NaCl

зависимости длин свободного пробега фононов от геометрических параметров подобны 

рассчитанным для пленок Si и CaF2 (cм. таблицу 4.2). При L≤W эти зависимости в 

направлениях фокусировки и дефокусировки фононов для каждой колебательной моды 

практически совпадают. А при L>100W они становятся анизотропными. Параметры 

анизотропии длин пробега для исследованных пленок приведены в таблице 4.2.

1.13 1.09 1.09 1.05 1.09 1.11 1.09 1.07 1.09 1.07
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анизотропией длин пробега }100{1
][

t
IΛ оказывается подобной пленкам MgO: в них длины пробега 

в направлении [110] оказываются больше, чем в [100] в 1.34 и 1.30 раза (cм. таблицу 4.2).

Таблица 4.2. Анизотропия длин свободного пробега в пленках с параметрами L=100W, W =
100D и D=50 нм.
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}{
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I

J
I

λλ ΛΛ GaAs Ge InSb GaN LiF MgO Si алмаз CaF2 NaCl
}100{

]100[
}100{

]110[ / LL ΛΛ 1.18 1.16 1.18 1.21 1.15 1.13 1.13 1.08 0.88 0.82
}111{

]211[
}111{

]110[ / LL ΛΛ 1.04 1.02 1.03 1.05 1.02 1.01 1.02 1.00 1.00 1.02
}100{1
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]110[ / tt ΛΛ 1.27 1.23 1.18 1.15 1.27 1.16 1.27 1.09 1.16 1.12
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]100[ / tt ΛΛ 1.52 1.65 1.33 1.22 1.67 1.67 1.62 1.24 1.01 1.01
}111{2
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}100{
]110[
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]100[ /ΛΛ 1.21 1.21 1.16 1.13 1.16 1.05 1.12 1.08 0.89 0.93

}111{
]211[

}111{
]110[ /ΛΛ 1.08 1.08 1.06 1.05 1.09 1.05 1.1 1.02 1.06 1.04

При переходе к пленкам с плоскостью {111} анизотропия полной теплопроводности 

уменьшается, она не превышает 10%. Этот результат обусловлен фокусировкой и 

дефокусировкой быстрой и медленной поперечных мод, которые вносят основной вклад в 

полную теплопроводность и среднюю длину свободного пробега. Дело в том, что быстрая 

поперечная мода фокусируется и дефокусируется в направлениях [110] и ]2[11 . В 

противоположность этому медленная поперечная мода дефокусируется в направлении [110], 

а в ]2[11 она имеет локальный максимум фокусировки. Поэтому за счет взаимной 

компенсации этих вкладов результирующая анизотропия полной теплопроводности 

оказывается малой. Для пленок на основе кристаллов GaAs, InSb, LiF, алмаза и CaF2, NaCl

зависимости длин свободного пробега фононов от геометрических параметров подобны 

рассчитанным для пленок Si и CaF2 (cм. таблицу 4.2). При L≤W эти зависимости в 

направлениях фокусировки и дефокусировки фононов для каждой колебательной моды 

практически совпадают. А при L>100W они становятся анизотропными. Параметры 

анизотропии длин пробега для исследованных пленок приведены в таблице 4.2.

1.21 1.21 1.16 1.13 1.16 1.05 1.12 1.08 0.89 0.93
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}111{1
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]110[ /ΛΛ 1.08 1.08 1.06 1.05 1.09 1.05 1.1 1.02 1.06 1.04

При переходе к пленкам с плоскостью {111} анизотропия полной теплопроводности 

уменьшается, она не превышает 10%. Этот результат обусловлен фокусировкой и 

дефокусировкой быстрой и медленной поперечных мод, которые вносят основной вклад в 

полную теплопроводность и среднюю длину свободного пробега. Дело в том, что быстрая 

поперечная мода фокусируется и дефокусируется в направлениях [110] и ]2[11 . В 

противоположность этому медленная поперечная мода дефокусируется в направлении [110], 

а в ]2[11 она имеет локальный максимум фокусировки. Поэтому за счет взаимной 

компенсации этих вкладов результирующая анизотропия полной теплопроводности 

оказывается малой. Для пленок на основе кристаллов GaAs, InSb, LiF, алмаза и CaF2, NaCl

зависимости длин свободного пробега фононов от геометрических параметров подобны 

рассчитанным для пленок Si и CaF2 (cм. таблицу 4.2). При L≤W эти зависимости в 

направлениях фокусировки и дефокусировки фононов для каждой колебательной моды 

практически совпадают. А при L>100W они становятся анизотропными. Параметры 

анизотропии длин пробега для исследованных пленок приведены в таблице 4.2.

1.08 1.08 1.06 1.05 1.09 1.05 1.1 1.02 1.06 1.04

При переходе к пленкам с плоскостью {111} анизотропия полной 
теплопроводности уменьшается, она не превышает 10%. Этот резуль-
тат обусловлен фокусировкой и дефокусировкой быстрой и медленной 
поперечных мод, которые вносят основной вклад в полную теплопро-
водность и среднюю длину свободного пробега. Дело в том, что бы-
страя поперечная мода фокусируется и дефокусируется в направлениях 
[110] и ]2[11 . В противоположность этому медленная поперечная мода 
дефокусируется в направлении [110], а в ]2[11  она имеет локальный 
максимум фокусировки. Поэтому за счет взаимной компенсации этих 
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вкладов результирующая анизотропия полной теплопроводности ока-
зывается малой. Для пленок на основе кристаллов GaAs, InSb, LiF, ал-
маза и CaF2, NaCl зависимости длин свободного пробега фононов от 
геометрических параметров подобны рассчитанным для пленок Si и 
CaF2 (cм. таблицу 4.2). При L≤W эти зависимости в направлениях фоку-
сировки и дефокусировки фононов для каждой колебательной моды 
практически совпадают. А при L>100W они становятся анизотропны-
ми. Параметры анизотропии длин пробега для исследованных пленок 
приведены в таблице 4.2.

4.3. ВЛИянИе ФокусИРоВкИ нА ПЛоТносТь 
сосТоянИй И дЛИны сВободного ПРобегА 

ФононоВ В нАноПРоВодАх с РАзЛИчным ТИПом 
АнИзоТРоПИИ уПРугой энеРгИИ

Рассмотрим фононный транспорт в монокристаллических нано-
проводах при низких температурах, когда теплосопротивление обу-
словлено диффузным рассеянием фононов на границах. Поскольку 
анизотропия длин свободного пробега и плотности фононных состоя-
ний обусловлена фокусировкой фононов, то проанализируем корреля-
цию этих величин для поперечных мод в нанопроводах с различным 
типом анизотропии упругой энергии. Для этого рассчитаем угловые 
зависимости длин пробега фононов для случаев, когда тепловой поток 
вращается в плоскости грани куба YZ {J} = {100} или в диагональной 
плоскости {J} = {110}, и сравним с угловыми зависимостями плотно-
стей фононных состояний для поперечных мод [71]. Как видно из ри-
сунка 4.5, угловые зависимости длин пробега и плотностей фононных 
состояний для быстрых и медленных поперечных мод в плоскостях 
{100} и {110} хорошо коррелируют друг с другом: области максималь-
ных и минимальных значений обоих величин для всех кристаллов 
определяются секторами фокусировки и дефокусировки фононов, со-
ответственно, (см. раздел 1.5). При этом их максимальные значения 
ограничены углами }{

3
Jλθ±  относительно направления фокусировки, 

которые определяют направления групповых скоростей в точках нуле-
вой кривизны на изоэнергетической поверхности.
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В нанопроводах на основе кристаллов первого типа Ge, Si, GaSb, 
LiF, GaAs и GaN для анизотропии теплопроводности и длин пробега 
фононов различных поляризаций мы получили близкие результаты. 
Длины пробега фононов для них принимают максимальные и мини-
мальные значения в секторах фокусировки и дефокусировки фононов, 
соответственно. Причем, их значения для каждой колебательной моды 
в областях фокусировки превосходят длины пробега фононов осталь-
ных колебательных мод, а также длину пробега в модели изотропной 
среды (см. пунктирные кривые 5 на рис. 4.5). Тогда как в секторах де-
фокусировки их значения оказываются меньше, чем в модели изотроп-
ной среды. Во всех нанопроводах на основе кристаллов первого типа 
максимальные значения теплопроводности достигаются в направлени-
ях [100] или близких к ним и обеспечиваются медленной поперечной 
модой. Так, например, для волновых векторов в плоскости грани куба 
медленная поперечная мода фокусируется в направлениях типа [100] и 
её длина пробега для Ge и GaAs в 3.0 и 2.8 раза больше, чем для про-
дольных фононов и в 2.2 и 2.0 раза больше, чем в модели изотропной 
среды. Для наноструктур с большими значениями параметра анизотро-
пии GaN, Ge, GaSb, LiF, GaAs максимумы длин пробега, а также ПФС 
квазипоперечной моды t2 достигаются как раз при углах 32/ θπψ ±= n , 
которые определяют направления групповых скоростей в точках нуле-
вой кривизны. А непосредственно в направлениях фокусировки [100] 
длины пробега имеют локальный минимум. Наиболее четко этот мини-
мум проявляется для нанопроводов из GaN, имеющих максимальное 
значение параметра анизотропии k-1: длина пробега моды t2 в миниму-
ме на 11% меньше, чем при углах 3θ±  (см. рис. 4.5). В отличие от вы-
шеупомянутых кристаллов, в нанопроводах на основе алмаза с мень-
шим значением параметра анизотропии длины пробега для медленной 
моды достигают резкого максимума непосредственно в направлениях 
[100] (см. рис. 4.5). Для него длина пробега оказалась в 1.8 раза больше, 
чем для изотропной среды и в 1.7 и 2.2 раза больше, чем для быстрой 
поперечной моды и продольных фононов, соответственно. Итак, для 
всех кристаллов, имеющих области отрицательной кривизны на изоэ-
нергетических поверхностях, угловые зависимости ПФС и длин пробе-
га в нанопроводах для быстрых и медленных поперечных мод в пло-
скостях {100} и {110} коррелируют между собой: их максимальные и 
минималные значения достигаются в одних и тех же интервалах углов. 
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Рис. 4.5. Угловые зависимости длин свободного пробега фононов  
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Рис. 4.5. Угловые зависимости длин свободного пробега фононов DJ
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)]([ ψψ Λ=Λ в GaN (а,б), Ge (в,г) алмаз (д,е) и CaF2 (ж,з) для образцов с квадратным 
сечением D = 50 нм и длиной L = 100D в случаях, когда градиент температуры вращается в 
плоскости грани куба (а,в,д,ж) и в диагональной плоскости (б,г,е,з). 1 – быстрая поперечная 
мода, 2 – медленная поперечная мода, 3 – продольная мода, 4 – средняя длин свободного 
пробега [71]. Пунктирная кривая 5 - для изотропной среды ( Diso 11.1=Λ ). Штриховые линии 
6 и 7 иллюстрируют угловое распределение плотностей состояний для медленных и быстрых 
поперечных мод в плоскостях {100} и {110}.

пробега моды t2 в минимуме на 11% меньше, чем при углах 3θ± (см. рис. 4.5). В отличие от 

вышеупомянутых кристаллов, в нанопроводах на основе алмаза с меньшим значением 

параметра анизотропии длины пробега для медленной моды достигают резкого максимума 

непосредственно в направлениях [100] (см. рис. 4.5). Для него длина пробега оказалась в 1.8 

раза больше, чем для изотропной среды и в 1.7 и 2.2 раза больше, чем для быстрой 

поперечной моды и продольных фононов, соответственно. Итак, для всех кристаллов, 

имеющих области отрицательной кривизны на изоэнергетических поверхностях, угловые 

зависимости ПФС и длин пробега в нанопроводах для быстрых и медленных поперечных 

мод в плоскостях {100} и {110} коррелируют между собой: их максимальные и минималные 

значения достигаются в одних и тех же интервалах углов. Эти интервалы определяются 

направлениями групповых скоростей в точках нулевой кривизны (см. рис. 4.5).

Максимальная анизотропия решёточной теплопроводности (71%) имеет место для Si,

а минимальная (31%) для нанопроводов из алмаза (см. таблицу 4.3). Для нанопроводов из

кристаллов Ge, GaAs, GaS, LiF максимальные значения теплопроводности на 60% больше 

минимальных в направлениях [111]. Однако для наиболее анизотропного материала GaN

анизотропия теплопроводности заметно меньше - 47%. Максимумы теплопроводности во 

всех материалах обеспечиваются медленной квазипоперечной модой. Хотя максимум 

 и 
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пробега моды t2 в минимуме на 11% меньше, чем при углах 3θ± (см. рис. 4.5). В отличие от 
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и 7 иллюстрируют угловое распределение плотностей состояний для медленных и 

быстрых поперечных мод в плоскостях {100} и {110}

Эти интервалы определяются направлениями групповых скоростей в 
точках нулевой кривизны (см. рис. 4.5).

Максимальная анизотропия решёточной теплопроводности (71%) 
имеет место для Si, а минимальная (31%) для нанопроводов из алмаза 
(см. таблицу 4.3). Для нанопроводов из кристаллов Ge, GaAs, GaS, LiF 
максимальные значения теплопроводности на 60% больше минималь-
ных в направлениях [111]. Однако для наиболее анизотропного матери-
ала GaN анизотропия теплопроводности заметно меньше - 47%. Мак-
симумы теплопроводности во всех материалах обеспечиваются мед-
ленной квазипоперечной модой. Хотя максимум параметра анизотро-
пии k-1 (из кристаллов с областью отрицательной кривизны на изоэ-
нергетической поверхности) имеет место для кристаллов GaN, а мини-
мум - для Si, однако максимальная анизотропия теплопроводности из 
рассмотренных наноструктур имеет место для кристаллов Si. Изоэнер-
гетическая поверхность для моды t2 в Si имеет минимальную вогну-
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тость и, соответственно, минимальные значения угла }100{2
3
tθ  (см. та-

блицу 1.5). Поэтому в кристаллах Si у моды t2 отношения плотностей 
фононных состояний для областей фокусировки и дефокусировки фо-
нонов в плоскости {100} имеет наибольшее значение из рассмотрен-
ных кристаллов первой группы (см. таблицу 1.5).

Таблица 4.3
Отношения длин свободного пробега в симметричных направлениях 

для нанопроводов с квадратным сечением D = 50 нм и длиной 
L=100D из Ge, Si, GaSb, LiF, GaAs и алмаза [71]

Отношения 
длин пробега Ge Si GaSb GaN LiF GaAs Алмаз

}110{
]111[

}110{
]110[

}110{
]100[ :: ΛΛΛ 1.61:1.16:1 1.71:1.18:1 1.61:1.15:1 1.47:1.08:1 1.65:1.17:1 1.60:1.20:1 1.31:0.98:1

}110{2
]110[

}110{2
]111[

}110{2
]100[ :: ttt ΛΛΛ 2.76:1.38:1 3.01:1.40:1 2.58:1.33:1 2.02:1.18:1 2.92:1.41:1 2.56:1.33:1 2.14:1.41:1

}110{1
]111[

}110{1
]100[

}110{1
]110[ :: ttt ΛΛΛ 2.31:1.65:1 2.34:1.61:1 2.21:1.69:1 1.84:1.75:1 2.34:1.62:1 2.19:1.74:1 1.50:1.35:1

}110{
]100[

}110{
]110[

}110{
]111[ :: LLL ΛΛΛ 1.79:1.51:1 1.65:1.43:1 1.83:1.53:1 2.16:1.70:1 1.72:1.47:1 1.86:1.55:1 1.34:1.24:1

Следует отметить, что преобладающий вклад в теплопроводность 
рассматриваемых наноструктур вносят квазипоперечные моды (см. та-
блицу 4.4). Для нанопроводов из кристаллов первого типа их вклад в 

Таблица 4.4
Вклад колебательных мод в теплопроводность нанопроводов из 

кристаллов первого типа с D = 50 нм и длиной L = 100 D в 
симметричных направлениях (%) [71]

Направ-
ление 

градиен-
та тем-
ператур

Si Ge GaSb GaN LiF GaAs Алмаз

L t1 t2 L t1 t2 L t1 t2 L t1 t2 L t1 t2 L t1 t2 L t1 t2

[100] 7 25 68 7 27 66 6 28 66 6 30 64 7 26 67 7 28 65 12 30 58
[110] 14 53 33 15 52 33 14 50 36 14 43 43 15 53 32 14 50 36 19 45 36
[111] 19 27 54 20 26 54 19 26 55 20 25 55 20 26 54 20 26 54 21 29 50

направлении теплового потока [100] составляет от 93 до 94% полной 
теплопроводности, только в нанопроводах из алмаза он уменьшается 
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до 88%. При этом вклад моды t2 в теплопроводность нанопроводов из 
кристаллов первого типа с областью отрицательной кривизны на изоэ-
нергетической поверхности в направлении фокусировки [100] состав-
ляет 68% для Si и уменьшается до 64% в GaN, а в нанопроводах из 
кристаллов алмаза - до 58% (см. таблицу 4.4). Как видно из таблицы 
4.4, в направлениях [110] доминирующий вклад в теплопроводность 
вносит мода t1, а в направлениях [111] - мода t2, вклад которой превос-
ходит 50%. Вклад продольных фононов мал: для нанопроводов из ани-
зотропных кристаллов в направлении дефокусировки [100] он состав-
ляет 6-7%, а в направлении фокусировки [111] возрастает в 3 раза и 
составляет 19-20%. Для алмаза он увеличивается до 21%. 

Для нанопроводов из кристаллов второго типа отношения длин 
свободного пробега в симметричных направлениях приведены в табли-
це 4.5. Максимумы теплопроводности обеспечиваются медленной ква-
зипоперечной модой и достигаются в направлениях типа [111], а мини-
мумы - в направлении [100]. Как видно из рисунка 4.5 (г), зависимости 
ПФС и длин пробега медленной моды хорошо коррелируют друг с другом. 

Таблица 4.5
Отношения длин свободного пробега в симметричных направлениях 

для нанопроводов из кристаллов второго типа с квадратным сечением 
D = 50 нм и длиной L=100D [71]

Отношения длин 
пробега SrF2 CaF2 PbS

}110{
]100[

}110{
]110[

}110{
]111[ :: ΛΛΛ 1.47:1.44:1 1.49:1.35:1 1.39:1.20:1

}110{2
]110[

}110{2
]100[

}110{2
]111[ :: ttt ΛΛΛ 1.93:1.04:1 1.88:1.00:1 1.71:0.95:1

}110{1
]100[

}110{1
]111[

}110{1
]110[ :: ttt ΛΛΛ 2.45:1.30:1 2.35:1.46:1 1.99:1.53:1

}110{
]111[

}110{
]110[

}110{
]100[ :: LLL ΛΛΛ 1.34:1.07:1 1.72:1.12:1 2.26:1.18:1

Максимальная анизотропия решёточной теплопроводности нанопрово-
дов ‒ 49% имеет место для CaF2, а минимальная ‒ 39% для PbS  
(см. таблицу 4.5). Быстрая поперечная мода играет меньшую роль в 
теплопроводности наноструктур из кристаллов второго типа. Она фо-
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кусируется в направлениях типа [110] и обеспечивает максимальные 
значения ПФС и длин свободного пробега в интервалах углов  
[ }100{1

34/ tn θπ − , }100{1
34/ tn θπ + ] (см. рис. 4.5). Её длина пробега в нано-

проводах из кристаллов CaF2 и SrF2 в 1.8 и 1.9 раза больше, чем для 
продольных фононов и в 1.7 и 1.8 раза больше, чем в модели изотроп-
ной среды.

В кристаллах второго типа преобладающий вклад в теплопроводность 
дает медленная поперечная мода: в направлении фокусировки [111] её 
вклад превышает 60% для нанопроводов из кристаллов CaF2 и SrF2, а для 
PbS уменьшается до 59% (см. таблицу 4.6). В направлении [110] домини-
рующий вклад в теплопроводность вносит быстрая поперечная

Таблица 4.6
Вклад колебательных мод в теплопроводность стержней из SrF2, 

CaF2 и PbS с квадратным сечением длиной L/D=100 в симметричных 
направлениях (%)

Направление 
градиента температур 

SrF2 CaF2 PbS
L t1 t2 L t1 t2 L t1 t2

[100] 17 34 49 20 31 49 24 30 46
[110] 10 58 32 10 54 36 11 49 40
[111] 9 30 61 8 30 62 8 33 59

мода. Её вклад составляет 58% для нанопроводов из кристаллов SrF2 
и уменьшается до 49% для нанопроводов из PbS (см. таблицу 4.6). В 
нанопроводах из кристаллов второго типа продольные фононы фо-
кусируются и дефокусируются в направлениях [100] и [111], соот-
ветственно. Их вклад в теплопроводность в направлениях [100] со-
ставляет от 17 до 24%, а в направлениях [111] уменьшается до 8-9% 
(см. таблицу 4.6).

Итак, установлена корреляция между угловыми зависимостями 
плотностей фононных состояний (ПФС) и длин свободного пробега 
квазипоперечных мод. Показано, что для всех нанопроводов области 
максимумов длин пробега и ПФС для быстрых и медленных попереч-
ных мод в плоскостях {100} и {110} совпадают и обусловлены фокуси-
ровкой фононов. 
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4.4. ИзмененИе АнИзоТРоПИИ ТеПЛоПРоВодносТИ 
ПРИ ПеРеходе оТ нАноПРоВодоВ к кВАдРАТным 

ПЛенкАм с РАзЛИчной оРИенТАцИей ПЛоскосТей

В этом разделе проанализируем угловые зависимости теплопрово-
дности 
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поперечных мод в плоскостях {100} и {110} совпадают и обусловлены фокусировкой 

фононов. 

4.4. Изменение анизотропии теплопроводности при переходе от 
нанопроводов к квадратным пленкам с различной ориентацией 
плоскостей.

В этом разделе проанализируем угловые зависимости теплопроводности )(}{
)]([ TJ

I ψκ и 

средних длин пробега фононов )(~{J}
)]([ µψIΛ в наноструктурах при вращении градиента 

температуры в плоскостях с различной ориентацией. При фиксированной температуре 

угловые зависимости теплопроводности и длин пробега фононов отличаются только 

постоянным множителем (см. 4.1). Поэтому ниже рассмотрим сначала изменение 

анизотропии средних длин свободного пробега фононов при переходе от нанопроводов с 

квадратным сечением к достаточно широким пленкам. Затем проанализируем изменение 

анизотропии длин пробега для различных ориентаций плоскостей пленок и сравним с 

результатами, следующими из модели изотропной среды. Определим ориентации плоскостей 

монокристаллических пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальные 

или минимальные значения длин пробега фононов (и теплопроводностей). 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, угловые зависимости длин свободного пробега 

фононов в монокристаллических наноструктурах при вращении теплового потока в 

плоскостях {100}, {110} и {111} значительно отличаются, как друг от друга, так и от 

рассчитанных в модели изотропной среды. Для кристаллов одного типа угловые зависимости 

длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ для всех направлений теплового потока и рассмотренных ориентаций 

плоскостей пленок качественно подобны, отличаясь только большей или меньшей степенью 

анизотропии. Поэтому на рисунках 4.6 – 4.8 мы привели угловые зависимости )(~{J}
)]([ µψIΛ

 и средних длин пробега фононов 
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мода. Её вклад составляет 58% для нанопроводов из кристаллов SrF2 и уменьшается до 49% 

для нанопроводов из PbS (см. таблицу 4.6). В нанопроводах из кристаллов второго типа

продольные фононы фокусируются и дефокусируются в направлениях [100] и [111], 

соответственно. Их вклад в теплопроводность в направлениях [100] составляет от 17 до 24%, 

а в направлениях [111] уменьшается до 8-9% (см. таблицу 4.6).

Итак, установлена корреляция между угловыми зависимостями плотностей фононных

состояний (ПФС) и длин свободного пробега квазипоперечных мод. Показано, что для всех 

нанопроводов области максимумов длин пробега и ПФС для быстрых и медленных 

поперечных мод в плоскостях {100} и {110} совпадают и обусловлены фокусировкой 

фононов. 

4.4. Изменение анизотропии теплопроводности при переходе от 
нанопроводов к квадратным пленкам с различной ориентацией 
плоскостей.

В этом разделе проанализируем угловые зависимости теплопроводности )(}{
)]([ TJ

I ψκ и 

средних длин пробега фононов )(~{J}
)]([ µψIΛ в наноструктурах при вращении градиента 

температуры в плоскостях с различной ориентацией. При фиксированной температуре 

угловые зависимости теплопроводности и длин пробега фононов отличаются только 

постоянным множителем (см. 4.1). Поэтому ниже рассмотрим сначала изменение 

анизотропии средних длин свободного пробега фононов при переходе от нанопроводов с 

квадратным сечением к достаточно широким пленкам. Затем проанализируем изменение 

анизотропии длин пробега для различных ориентаций плоскостей пленок и сравним с 

результатами, следующими из модели изотропной среды. Определим ориентации плоскостей 

монокристаллических пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальные 

или минимальные значения длин пробега фононов (и теплопроводностей). 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, угловые зависимости длин свободного пробега 

фононов в монокристаллических наноструктурах при вращении теплового потока в 

плоскостях {100}, {110} и {111} значительно отличаются, как друг от друга, так и от 

рассчитанных в модели изотропной среды. Для кристаллов одного типа угловые зависимости 

длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ для всех направлений теплового потока и рассмотренных ориентаций 

плоскостей пленок качественно подобны, отличаясь только большей или меньшей степенью 

анизотропии. Поэтому на рисунках 4.6 – 4.8 мы привели угловые зависимости )(~{J}
)]([ µψIΛ

 в нано-
структурах при вращении градиента температуры в плоскостях с раз-
личной ориентацией. При фиксированной температуре угловые зави-
симости теплопроводности и длин пробега фононов отличаются только 
постоянным множителем (см. 4.1). Поэтому ниже рассмотрим сначала 
изменение анизотропии средних длин свободного пробега фононов 
при переходе от нанопроводов с квадратным сечением к достаточно 
широким пленкам. Затем проанализируем изменение анизотропии 
длин пробега для различных ориентаций плоскостей пленок и сравним 
с результатами, следующими из модели изотропной среды. Определим 
ориентации плоскостей монокристаллических пленок и направления 
потока тепла, обеспечивающие максимальные или минимальные зна-
чения длин пробега фононов (и теплопроводностей). 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, угловые зависимости длин свобод-
ного пробега фононов в монокристаллических наноструктурах при 
вращении теплового потока в плоскостях {100}, {110} и {111} значи-
тельно отличаются, как друг от друга, так и от рассчитанных в модели 
изотропной среды. Для кристаллов одного типа угловые зависимости 
длин пробега 
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мода. Её вклад составляет 58% для нанопроводов из кристаллов SrF2 и уменьшается до 49% 

для нанопроводов из PbS (см. таблицу 4.6). В нанопроводах из кристаллов второго типа

продольные фононы фокусируются и дефокусируются в направлениях [100] и [111], 

соответственно. Их вклад в теплопроводность в направлениях [100] составляет от 17 до 24%, 

а в направлениях [111] уменьшается до 8-9% (см. таблицу 4.6).

Итак, установлена корреляция между угловыми зависимостями плотностей фононных

состояний (ПФС) и длин свободного пробега квазипоперечных мод. Показано, что для всех 

нанопроводов области максимумов длин пробега и ПФС для быстрых и медленных 

поперечных мод в плоскостях {100} и {110} совпадают и обусловлены фокусировкой 

фононов. 

4.4. Изменение анизотропии теплопроводности при переходе от 
нанопроводов к квадратным пленкам с различной ориентацией 
плоскостей.

В этом разделе проанализируем угловые зависимости теплопроводности )(}{
)]([ TJ

I ψκ и 

средних длин пробега фононов )(~{J}
)]([ µψIΛ в наноструктурах при вращении градиента 

температуры в плоскостях с различной ориентацией. При фиксированной температуре 

угловые зависимости теплопроводности и длин пробега фононов отличаются только 

постоянным множителем (см. 4.1). Поэтому ниже рассмотрим сначала изменение 

анизотропии средних длин свободного пробега фононов при переходе от нанопроводов с 

квадратным сечением к достаточно широким пленкам. Затем проанализируем изменение 

анизотропии длин пробега для различных ориентаций плоскостей пленок и сравним с 

результатами, следующими из модели изотропной среды. Определим ориентации плоскостей 

монокристаллических пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальные 

или минимальные значения длин пробега фононов (и теплопроводностей). 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, угловые зависимости длин свободного пробега 

фононов в монокристаллических наноструктурах при вращении теплового потока в 

плоскостях {100}, {110} и {111} значительно отличаются, как друг от друга, так и от 

рассчитанных в модели изотропной среды. Для кристаллов одного типа угловые зависимости 

длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ для всех направлений теплового потока и рассмотренных ориентаций 

плоскостей пленок качественно подобны, отличаясь только большей или меньшей степенью 

анизотропии. Поэтому на рисунках 4.6 – 4.8 мы привели угловые зависимости )(~{J}
)]([ µψIΛ

 для всех направлений теплового потока и рас-
смотренных ориентаций плоскостей пленок качественно подобны, от-
личаясь только большей или меньшей степенью анизотропии. Поэтому 
на рисунках 4.6 – 4.8 мы привели угловые зависимости 
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мода. Её вклад составляет 58% для нанопроводов из кристаллов SrF2 и уменьшается до 49% 

для нанопроводов из PbS (см. таблицу 4.6). В нанопроводах из кристаллов второго типа

продольные фононы фокусируются и дефокусируются в направлениях [100] и [111], 

соответственно. Их вклад в теплопроводность в направлениях [100] составляет от 17 до 24%, 

а в направлениях [111] уменьшается до 8-9% (см. таблицу 4.6).

Итак, установлена корреляция между угловыми зависимостями плотностей фононных

состояний (ПФС) и длин свободного пробега квазипоперечных мод. Показано, что для всех 

нанопроводов области максимумов длин пробега и ПФС для быстрых и медленных 

поперечных мод в плоскостях {100} и {110} совпадают и обусловлены фокусировкой 

фононов. 

4.4. Изменение анизотропии теплопроводности при переходе от 
нанопроводов к квадратным пленкам с различной ориентацией 
плоскостей.

В этом разделе проанализируем угловые зависимости теплопроводности )(}{
)]([ TJ

I ψκ и 

средних длин пробега фононов )(~{J}
)]([ µψIΛ в наноструктурах при вращении градиента 

температуры в плоскостях с различной ориентацией. При фиксированной температуре 

угловые зависимости теплопроводности и длин пробега фононов отличаются только 

постоянным множителем (см. 4.1). Поэтому ниже рассмотрим сначала изменение 

анизотропии средних длин свободного пробега фононов при переходе от нанопроводов с 

квадратным сечением к достаточно широким пленкам. Затем проанализируем изменение 

анизотропии длин пробега для различных ориентаций плоскостей пленок и сравним с 

результатами, следующими из модели изотропной среды. Определим ориентации плоскостей 

монокристаллических пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальные 

или минимальные значения длин пробега фононов (и теплопроводностей). 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, угловые зависимости длин свободного пробега 

фононов в монокристаллических наноструктурах при вращении теплового потока в 

плоскостях {100}, {110} и {111} значительно отличаются, как друг от друга, так и от 

рассчитанных в модели изотропной среды. Для кристаллов одного типа угловые зависимости 

длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ для всех направлений теплового потока и рассмотренных ориентаций 

плоскостей пленок качественно подобны, отличаясь только большей или меньшей степенью 

анизотропии. Поэтому на рисунках 4.6 – 4.8 мы привели угловые зависимости )(~{J}
)]([ µψIΛ  толь-

ко для двух кристаллов первого типа Ge и алмаза и одного из кристал-
лов второго типа ‒ CaF2 [27].

Рассмотрим анизотропию фононного транспорта в нанопроводах 
при вращении теплового потока в плоскостях {100}, {110} и {111} и 
сравним с результатами, полученными для пленок. Как уже отмечалось 
в предыдущем разделе, для кристаллов первого типа (LiF, GaAs, Ge, Si, 
алмаз, YAG) максимум теплопроводности нанопроводов достигается в 
направлениях типа [001], и обеспечивается медленной поперечной мо-
дой (см. рис. 4.5 ‒ 4.6). В направлениях [110] и [111] угловые зависимо-
сти теплопроводности и средних длин пробега 
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мода. Её вклад составляет 58% для нанопроводов из кристаллов SrF2 и уменьшается до 49% 

для нанопроводов из PbS (см. таблицу 4.6). В нанопроводах из кристаллов второго типа

продольные фононы фокусируются и дефокусируются в направлениях [100] и [111], 

соответственно. Их вклад в теплопроводность в направлениях [100] составляет от 17 до 24%, 

а в направлениях [111] уменьшается до 8-9% (см. таблицу 4.6).

Итак, установлена корреляция между угловыми зависимостями плотностей фононных

состояний (ПФС) и длин свободного пробега квазипоперечных мод. Показано, что для всех 

нанопроводов области максимумов длин пробега и ПФС для быстрых и медленных 

поперечных мод в плоскостях {100} и {110} совпадают и обусловлены фокусировкой 

фононов. 

4.4. Изменение анизотропии теплопроводности при переходе от 
нанопроводов к квадратным пленкам с различной ориентацией 
плоскостей.

В этом разделе проанализируем угловые зависимости теплопроводности )(}{
)]([ TJ

I ψκ и 

средних длин пробега фононов )(~{J}
)]([ µψIΛ в наноструктурах при вращении градиента 

температуры в плоскостях с различной ориентацией. При фиксированной температуре 

угловые зависимости теплопроводности и длин пробега фононов отличаются только 

постоянным множителем (см. 4.1). Поэтому ниже рассмотрим сначала изменение 

анизотропии средних длин свободного пробега фононов при переходе от нанопроводов с 

квадратным сечением к достаточно широким пленкам. Затем проанализируем изменение 

анизотропии длин пробега для различных ориентаций плоскостей пленок и сравним с 

результатами, следующими из модели изотропной среды. Определим ориентации плоскостей 

монокристаллических пленок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальные 

или минимальные значения длин пробега фононов (и теплопроводностей). 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, угловые зависимости длин свободного пробега 

фононов в монокристаллических наноструктурах при вращении теплового потока в 

плоскостях {100}, {110} и {111} значительно отличаются, как друг от друга, так и от 

рассчитанных в модели изотропной среды. Для кристаллов одного типа угловые зависимости 

длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ для всех направлений теплового потока и рассмотренных ориентаций 

плоскостей пленок качественно подобны, отличаясь только большей или меньшей степенью 

анизотропии. Поэтому на рисунках 4.6 – 4.8 мы привели угловые зависимости )(~{J}
)]([ µψIΛ (1) имеют локаль-
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ные максимумы, которые обусловлены фокусировкой быстрой попе-
речной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При 
вращении теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов

Рис. 4.6. Угловые зависимости длин 
свободного пробега, нормированных 

на толщину пленки D=50 нм для 
наноструктур длиной L=100D, 

на основе кристаллов Ge для случаев, 
когда градиент температур вращается 

в плоскости пленки: (a) – {100}, 
(б) – {110} и (в) – {111}. Кривые 

(1,1a), (2,2a) и (3,3a) рассчитаны для 
значений параметра μ = 1, 10 и 100, 

соответственно. Кривые (1, 2, 3) 
рассчитаны в модели анизотропного 

континуума, штриховые кривые 
(1a, 2a, 3a) – в модели изотропной 

среды (см. [27]).

в нанопроводах 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 

направленийдлины пробега )100(~ }111{
)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 

кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ качественно 

отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации {100} при μ =100 

длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

 из кристаллов первого типа для всех направ-
лений оказываются выше, чем для изотропной среды )1(~

isoΛ . Однако в 
плоскости {110} длины пробега 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 

направленийдлины пробега )100(~ }111{
)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 

кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ качественно 

отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации {100} при μ =100 

длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

 имеют значения большие, 
чем )1(~

isoΛ  только для направлений, близких к [100] и [110]. При вра-
щении теплового потока в плоскости {111} длины пробега фононов 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 

направленийдлины пробега )100(~ }111{
)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 

кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ качественно 

отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации {100} при μ =100 

длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

 в широком интервале углов y оказываются меньше, чем в 



1834.4. Изменение анизотропии теплопроводности

изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений близ-
ких к [110] они превышают значения для изотропных сред. 

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, 
NaCl, YIG) максимум теплопроводности нанопроводов достигается в 
направлениях типа [111] и обеспечивается медленной поперечной мо-
дой, которая фокусируется в этом направлении (см. рис. 4.5 и 4.6). Для 
направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 
длин пробега 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 

направленийдлины пробега )100(~ }111{
)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 

кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ качественно 

отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации {100} при μ =100 

длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

 имеют локальные максимумы, которые обу-
словлены фокусировкой быстрой поперечной и продольной модами, 
соответственно. Для теплового потока в плоскости {100} длины пробе-
га фононов 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 

направленийдлины пробега )100(~ }111{
)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 

кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ качественно 

отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации {100} при μ =100 

длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

(1) в нанопроводах из кристаллов второго типа оказы-
ваются меньше, чем в изотропных средах )1(~

isoΛ , за исключением на-
правлений близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины 
пробега 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 
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для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 
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)]([ ψIΛ из 
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)]([ ψIΛ имеют значения большие, 
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isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 
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)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.
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максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 
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)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 
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становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 
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В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)
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(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
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направлений близких к [110]. 
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сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 
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)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 
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становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 
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длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

(100) для всех 
углов ψ меньше, а величины 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 

направленийдлины пробега )100(~ }111{
)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 

кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ качественно 

отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации {100} при μ =100 

длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в(100) – больше, чем в изотропных 
средах. Для плоскости {110} угловые зависимости 
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изотропных средах. Для плоскости {110} угловые зависимости )(~ }011{
)]([ µψIΛ в достаточно 

широких пленках принимают эллипсоидальный вид. Причем, в кристаллах первого типа с 

длинной осью вдоль направления [100], а в кристаллах второго типа – вдоль направления 

[110] (см. рис. 4.6б – 4.8б). Отношения длин пробега )(~/)(~ }011{
]011[

}011{
]100[ µµ ΛΛ в пленках с 

плоскостью {110} при μ =100 для кристаллов LiF, GaAs, Ge, Si, алмаза и YAG составляют 

1.45, 1.39, 1.42, 1.50, 1.44 и 1.03, соответственно. В кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si

YAG длины пробега )(~ }011{
)]([ µψIΛ в плоскости {110} оказываются меньше, чем в плоскости 

{100} при всех углах ψ. Однако для алмазных пленок в направлениях близких к [100] длины 

пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем )100(~ }100{

)]([ ψIΛ , тогда как для направлений 

близких к [110] ситуация обратная. Причем, длины пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ для алмазных пленок 

с ориентацией {J} ={110} оказываются больше, чем в изотропных средах при всех углах ψ

(см. рис. 4.7б). В противоположность этому, для кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si в 

области углов ( ) ( )3/3/ πψπ <<− длины пробега )100(~)100(~ }110{
)]([ isoI Λ>Λ ψ , тогда как вне этого 

интервала )100(~)100(~ }110{
)]([ isoI Λ<Λ ψ . Следует отметить, что максимальные значения 

теплопроводности при μ = 100 в кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG

достигаются для ориентации пленки {100}, а минимальные – для ориентации пленки {111} 

(см. рис. 4.6б). В противоположность этому для ориентации пленки {100} длины пробега в 

кристаллах второго типа CaF2, NaCl, YIG имеют минимальные значения. Максимальные 

значения теплопроводности для них при μ = 100 достигаются для ориентации пленки {110} и 

направления теплового потока [110]. При этом отношения длин пробега 

)100(~/)100(~ }011{
]110[

}011{
]010[ ΛΛ в кристаллах CaF2, NaCl, YIG составляют 0.69, 0.77 и 0.94, 

соответственно. 

Итак, нами показано: во-первых, что в наноструктурах из кристаллов с 

положительной (k-1 > 0) и отрицательной (k-1 < 0) анизотропией упругих модулей второго 

порядка не только спектр и вектора поляризации [44], но и анизотропия длин свободного 

пробега фононов качественно отличаются. Во-вторых, угловые зависимости 

теплопроводности и длин свободного пробега фононов для кристаллов обоих типов 

качественно изменяется при переходе от нанопроводов к достаточно широким пленкам. В-

третьих, максимальные значения теплопроводности пленок с параметрами L =W=100D и 

D=50 нм из кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG реализуются для пленок с 

ориентацией {100}, а минимальные - для пленок с ориентацией {111}. Максимальные 

значения теплопроводности алмазных пленок при μ =100 достигаются для ориентации 

 в доста-
точно широких пленках принимают эллипсоидальный вид. Причем,  
в кристаллах первого типа с длинной осью вдоль направления [100],  
а в кристаллах второго типа – вдоль направления [110] (см. рис. 4.6б – 4.8б). 
Отношения длин пробега 
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изотропных средах. Для плоскости {110} угловые зависимости )(~ }011{
)]([ µψIΛ в достаточно 

широких пленках принимают эллипсоидальный вид. Причем, в кристаллах первого типа с 

длинной осью вдоль направления [100], а в кристаллах второго типа – вдоль направления 

[110] (см. рис. 4.6б – 4.8б). Отношения длин пробега )(~/)(~ }011{
]011[

}011{
]100[ µµ ΛΛ в пленках с 

плоскостью {110} при μ =100 для кристаллов LiF, GaAs, Ge, Si, алмаза и YAG составляют 

1.45, 1.39, 1.42, 1.50, 1.44 и 1.03, соответственно. В кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si

YAG длины пробега )(~ }011{
)]([ µψIΛ в плоскости {110} оказываются меньше, чем в плоскости 

{100} при всех углах ψ. Однако для алмазных пленок в направлениях близких к [100] длины 

пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем )100(~ }100{

)]([ ψIΛ , тогда как для направлений 

близких к [110] ситуация обратная. Причем, длины пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ для алмазных пленок 

с ориентацией {J} ={110} оказываются больше, чем в изотропных средах при всех углах ψ

(см. рис. 4.7б). В противоположность этому, для кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si в 

области углов ( ) ( )3/3/ πψπ <<− длины пробега )100(~)100(~ }110{
)]([ isoI Λ>Λ ψ , тогда как вне этого 

интервала )100(~)100(~ }110{
)]([ isoI Λ<Λ ψ . Следует отметить, что максимальные значения 

теплопроводности при μ = 100 в кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG

достигаются для ориентации пленки {100}, а минимальные – для ориентации пленки {111} 

(см. рис. 4.6б). В противоположность этому для ориентации пленки {100} длины пробега в 

кристаллах второго типа CaF2, NaCl, YIG имеют минимальные значения. Максимальные 

значения теплопроводности для них при μ = 100 достигаются для ориентации пленки {110} и 

направления теплового потока [110]. При этом отношения длин пробега 

)100(~/)100(~ }011{
]110[

}011{
]010[ ΛΛ в кристаллах CaF2, NaCl, YIG составляют 0.69, 0.77 и 0.94, 

соответственно. 

Итак, нами показано: во-первых, что в наноструктурах из кристаллов с 

положительной (k-1 > 0) и отрицательной (k-1 < 0) анизотропией упругих модулей второго 

порядка не только спектр и вектора поляризации [44], но и анизотропия длин свободного 

пробега фононов качественно отличаются. Во-вторых, угловые зависимости 

теплопроводности и длин свободного пробега фононов для кристаллов обоих типов 

качественно изменяется при переходе от нанопроводов к достаточно широким пленкам. В-

третьих, максимальные значения теплопроводности пленок с параметрами L =W=100D и 

D=50 нм из кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG реализуются для пленок с 

ориентацией {100}, а минимальные - для пленок с ориентацией {111}. Максимальные 

значения теплопроводности алмазных пленок при μ =100 достигаются для ориентации 

 в пленках с плоскостью 
{110} при μ =100 для кристаллов LiF, GaAs, Ge, Si, алмаза и YAG со-
ставляют 1.45, 1.39, 1.42, 1.50, 1.44 и 1.03, соответственно. В кристал-



184 Глава 4. Теплопроводность монокристаллических наноструктур 

Рис. 4.7. То же, что и на рис. 4.6 для 
алмазных наноструктур [27]

Рис. 4.8. То же, что и на рис. 4.6 для нано-
структур, на основе кристаллов CaF2 [27].



1854.4. Изменение анизотропии теплопроводности

лах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si YAG длины пробега 
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изотропных средах. Для плоскости {110} угловые зависимости )(~ }011{
)]([ µψIΛ в достаточно 

широких пленках принимают эллипсоидальный вид. Причем, в кристаллах первого типа с 

длинной осью вдоль направления [100], а в кристаллах второго типа – вдоль направления 

[110] (см. рис. 4.6б – 4.8б). Отношения длин пробега )(~/)(~ }011{
]011[

}011{
]100[ µµ ΛΛ в пленках с 

плоскостью {110} при μ =100 для кристаллов LiF, GaAs, Ge, Si, алмаза и YAG составляют 

1.45, 1.39, 1.42, 1.50, 1.44 и 1.03, соответственно. В кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si

YAG длины пробега )(~ }011{
)]([ µψIΛ в плоскости {110} оказываются меньше, чем в плоскости 

{100} при всех углах ψ. Однако для алмазных пленок в направлениях близких к [100] длины 

пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем )100(~ }100{

)]([ ψIΛ , тогда как для направлений 

близких к [110] ситуация обратная. Причем, длины пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ для алмазных пленок 

с ориентацией {J} ={110} оказываются больше, чем в изотропных средах при всех углах ψ

(см. рис. 4.7б). В противоположность этому, для кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si в 

области углов ( ) ( )3/3/ πψπ <<− длины пробега )100(~)100(~ }110{
)]([ isoI Λ>Λ ψ , тогда как вне этого 

интервала )100(~)100(~ }110{
)]([ isoI Λ<Λ ψ . Следует отметить, что максимальные значения 

теплопроводности при μ = 100 в кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG

достигаются для ориентации пленки {100}, а минимальные – для ориентации пленки {111} 

(см. рис. 4.6б). В противоположность этому для ориентации пленки {100} длины пробега в 

кристаллах второго типа CaF2, NaCl, YIG имеют минимальные значения. Максимальные 

значения теплопроводности для них при μ = 100 достигаются для ориентации пленки {110} и 

направления теплового потока [110]. При этом отношения длин пробега 

)100(~/)100(~ }011{
]110[

}011{
]010[ ΛΛ в кристаллах CaF2, NaCl, YIG составляют 0.69, 0.77 и 0.94, 

соответственно. 

Итак, нами показано: во-первых, что в наноструктурах из кристаллов с 

положительной (k-1 > 0) и отрицательной (k-1 < 0) анизотропией упругих модулей второго 

порядка не только спектр и вектора поляризации [44], но и анизотропия длин свободного 

пробега фононов качественно отличаются. Во-вторых, угловые зависимости 

теплопроводности и длин свободного пробега фононов для кристаллов обоих типов 

качественно изменяется при переходе от нанопроводов к достаточно широким пленкам. В-

третьих, максимальные значения теплопроводности пленок с параметрами L =W=100D и 

D=50 нм из кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG реализуются для пленок с 

ориентацией {100}, а минимальные - для пленок с ориентацией {111}. Максимальные 

значения теплопроводности алмазных пленок при μ =100 достигаются для ориентации 

 в 
плоскости {110} оказываются меньше, чем в плоскости {100} при всех 
углах ψ. Однако для алмазных пленок в направлениях близких к [100] 
длины пробега 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 

направленийдлины пробега )100(~ }111{
)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 

кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ качественно 

отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации {100} при μ =100 

длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

(100) оказываются больше, чем 
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быстрой поперечной и продольной модами, соответственно (см. рис. 4.6 (б)). При вращении 

теплового потока в плоскости {100} длины пробега фононов в нанопроводах )1(~ }100{
)]([ ψIΛ из 

кристаллов первого типа для всех направлений оказываются выше, чем для изотропной 

среды )1(~
isoΛ . Однако в плоскости {110} длины пробега )1(~ }011{

)]([ ψIΛ имеют значения большие, 

чем )1(~
isoΛ только для направлений, близких к [100] и [110]. При вращении теплового потока 

в плоскости {111} длины пробега фононов )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком интервале углов ψ

оказываются меньше, чем в изотропной среде (см. рис. 4.6в, 4.7в), и только для направлений 

близких к [110] они превышают значения для изотропных сред.

В противоположность этому, для кристаллов второго типа (CaF2, NaCl, YIG)

максимум теплопроводности нанопроводов достигается в направлениях типа [111] и 

обеспечивается медленной поперечной модой, которая фокусируется в этом направлении 

(см. рис. 4.5 и 4.6). Для направлений [110] и [100] угловые зависимости теплопроводности и 

длин пробега )1(~{J}
)]([ ψIΛ имеют локальные максимумы, которые обусловлены фокусировкой 

быстрой поперечной и продольной модами, соответственно. Для теплового потока в 

плоскости {100} длины пробега фононов )1(~ }100{
)]([ ψIΛ в нанопроводах из кристаллов второго 

типа оказываются меньше, чем в изотропных средах )1(~
isoΛ , за исключением направлений 

близких к [110] (см. рис. 4.6). Для плоскости {111} длины пробега )1(~ }111{
)]([ ψIΛ в широком 

интервале углов ψ оказываются больше, чем в изотропных средах, за исключением 

направлений близких к [110]. 

Как видно из рисунков 4.6 - 4.8, рост ширины пленок приводит к увеличению длин 

свободного пробега и к качественному изменению их угловых зависимостей )(~ }{
)]([ µψ

J
IΛ по 

сравнению с нанопроводами. Для пленок с плоскостями {100} и {111} при μ =100 они 

становятся почти изотропными для кристаллов обоих типов, хотя при μ =10 небольшая 

анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 

направленийдлины пробега )100(~ }111{
)]([ ψIΛ меньше, чем в изотропной среде. В пленках из 

кристаллов второго типа угловые зависимости длин пробега )(~{J}
)]([ µψIΛ качественно 

отличаются. Для них выполняются обратные неравенства: для ориентации {100} при μ =100 

длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

(100), тогда 
как для направлений близких к [110] ситуация обратная. Причем, дли-
ны пробега 
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анизотропия еще остается (см. рис. 4.6а, 4.6в, 4.7а, 4.8в). Причем, в кристаллах первого типа 

для пленок с ориентацией {100} длины пробега )100(~ }100{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем в 

изотропных средах, однако для ориентации {111} ситуация обратная – для всех 
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длины пробега )100(~ }001{
)]([ ψIΛ для всех углов ψ меньше, а величины )100(~ }111{

)]([ ψIΛ – больше, чем в

(100) для алмазных пленок с ориентацией {J} ={110} 
оказываются больше, чем в изотропных средах при всех углах ψ (см. 
рис. 4.7б). В противоположность этому, для кристаллов первого типа 
LiF, GaAs, Ge, Si в области углов ( ) ( )3/3/ πψπ <<−  длины пробега 
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изотропных средах. Для плоскости {110} угловые зависимости )(~ }011{
)]([ µψIΛ в достаточно 

широких пленках принимают эллипсоидальный вид. Причем, в кристаллах первого типа с 

длинной осью вдоль направления [100], а в кристаллах второго типа – вдоль направления 

[110] (см. рис. 4.6б – 4.8б). Отношения длин пробега )(~/)(~ }011{
]011[

}011{
]100[ µµ ΛΛ в пленках с 

плоскостью {110} при μ =100 для кристаллов LiF, GaAs, Ge, Si, алмаза и YAG составляют 

1.45, 1.39, 1.42, 1.50, 1.44 и 1.03, соответственно. В кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si

YAG длины пробега )(~ }011{
)]([ µψIΛ в плоскости {110} оказываются меньше, чем в плоскости 

{100} при всех углах ψ. Однако для алмазных пленок в направлениях близких к [100] длины 

пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем )100(~ }100{

)]([ ψIΛ , тогда как для направлений 

близких к [110] ситуация обратная. Причем, длины пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ для алмазных пленок 

с ориентацией {J} ={110} оказываются больше, чем в изотропных средах при всех углах ψ

(см. рис. 4.7б). В противоположность этому, для кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si в 

области углов ( ) ( )3/3/ πψπ <<− длины пробега )100(~)100(~ }110{
)]([ isoI Λ>Λ ψ , тогда как вне этого 

интервала )100(~)100(~ }110{
)]([ isoI Λ<Λ ψ . Следует отметить, что максимальные значения 

теплопроводности при μ = 100 в кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG

достигаются для ориентации пленки {100}, а минимальные – для ориентации пленки {111} 

(см. рис. 4.6б). В противоположность этому для ориентации пленки {100} длины пробега в 

кристаллах второго типа CaF2, NaCl, YIG имеют минимальные значения. Максимальные 

значения теплопроводности для них при μ = 100 достигаются для ориентации пленки {110} и 

направления теплового потока [110]. При этом отношения длин пробега 

)100(~/)100(~ }011{
]110[

}011{
]010[ ΛΛ в кристаллах CaF2, NaCl, YIG составляют 0.69, 0.77 и 0.94, 

соответственно. 

Итак, нами показано: во-первых, что в наноструктурах из кристаллов с 

положительной (k-1 > 0) и отрицательной (k-1 < 0) анизотропией упругих модулей второго 

порядка не только спектр и вектора поляризации [44], но и анизотропия длин свободного 

пробега фононов качественно отличаются. Во-вторых, угловые зависимости 

теплопроводности и длин свободного пробега фононов для кристаллов обоих типов 

качественно изменяется при переходе от нанопроводов к достаточно широким пленкам. В-

третьих, максимальные значения теплопроводности пленок с параметрами L =W=100D и 

D=50 нм из кристаллов первого типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG реализуются для пленок с 

ориентацией {100}, а минимальные - для пленок с ориентацией {111}. Максимальные 

значения теплопроводности алмазных пленок при μ =100 достигаются для ориентации 

, тогда как вне этого интервала 

156

изотропных средах. Для плоскости {110} угловые зависимости )(~ }011{
)]([ µψIΛ в достаточно 

широких пленках принимают эллипсоидальный вид. Причем, в кристаллах первого типа с 

длинной осью вдоль направления [100], а в кристаллах второго типа – вдоль направления 

[110] (см. рис. 4.6б – 4.8б). Отношения длин пробега )(~/)(~ }011{
]011[

}011{
]100[ µµ ΛΛ в пленках с 

плоскостью {110} при μ =100 для кристаллов LiF, GaAs, Ge, Si, алмаза и YAG составляют 

1.45, 1.39, 1.42, 1.50, 1.44 и 1.03, соответственно. В кристаллах первого типа LiF, GaAs, Ge, Si

YAG длины пробега )(~ }011{
)]([ µψIΛ в плоскости {110} оказываются меньше, чем в плоскости 

{100} при всех углах ψ. Однако для алмазных пленок в направлениях близких к [100] длины 

пробега )100(~ }110{
)]([ ψIΛ оказываются больше, чем )100(~ }100{

)]([ ψIΛ , тогда как для направлений 
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)]([ isoI Λ>Λ ψ , тогда как вне этого 
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достигаются для ориентации пленки {100}, а минимальные – для ориентации пленки {111} 

(см. рис. 4.6б). В противоположность этому для ориентации пленки {100} длины пробега в 

кристаллах второго типа CaF2, NaCl, YIG имеют минимальные значения. Максимальные 

значения теплопроводности для них при μ = 100 достигаются для ориентации пленки {110} и 

направления теплового потока [110]. При этом отношения длин пробега 
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]110[

}011{
]010[ ΛΛ в кристаллах CaF2, NaCl, YIG составляют 0.69, 0.77 и 0.94, 

соответственно. 

Итак, нами показано: во-первых, что в наноструктурах из кристаллов с 

положительной (k-1 > 0) и отрицательной (k-1 < 0) анизотропией упругих модулей второго 
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значения теплопроводности алмазных пленок при μ =100 достигаются для ориентации 

. Следует отметить, что максимальные значения 
теплопроводности при μ = 100 в кристаллах первого типа LiF, GaAs, 
Ge, Si и YAG достигаются для ориентации пленки {100}, а минималь-
ные – для ориентации пленки {111} (см. рис. 4.6б).  
В противоположность этому для ориентации пленки {100} длины про-
бега в кристаллах второго типа CaF2, NaCl, YIG имеют минимальные 
значения. Максимальные значения теплопроводности для них при  
μ = 100 достигаются для ориентации пленки {110} и направления те-
плового потока [110]. При этом отношения длин пробега 
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сти пленок с параметрами L =W=100D и D=50 нм из кристаллов перво-
го типа LiF, GaAs, Ge, Si и YAG реализуются для пленок с ориентацией 
{100}, а минимальные - для пленок с ориентацией {111}. Максималь-
ные значения теплопроводности алмазных пленок при μ =100 достига-
ются для ориентации плоскости {110} в направлении [100], а мини-
мальные значения – для пленок с плоскостью {111}. Максимальные 
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значения теплопроводности в пленках с параметрами L =W=100D и 
D=50 нм из кристаллов второго типа CaF2, NaCl, YIG при μ = 100 до-
стигаются для ориентации плоскости {110} и направления теплового 
потока [110], а минимальные - для ориентации плоскости пленки {100}.

4.5. зАкЛюченИе

Рассмотрено влияние анизотропии упругой энергии на фононный 
транспорт в монокристаллических наноструктурах с различным типом 
анизотропии упругой энергии. Проанализированы зависимости реше-
точной теплопроводности от геометрических параметров нанострук-
тур при низких температурах, когда доминирует диффузное рассеяние 
фононов на границах. Основные результаты исследований влияния фо-
кусировки фононов на фононный транспорт в монокристаллических 
пленках из кристаллов первого GaN, GaAs, Ge, MgO, Si, алмаз, YAG и 
второго типа NaCl, CaF2, SrF2, YIG могут быть сформулированы следу-
ющим образом:

1. Для изотропных сред длины пробега фононов разных поляриза-
ций совпадают и равны средней длине свободного пробега. Они не за-
висят от упругих модулей, а определяются полностью геометрически-
ми параметрами, поэтому являются удобной системой сравнения для 
упруго анизотропных наноструктур. 

2. В упруго анизотропных наноструктурах длины пробега фононов 
разных поляризаций различны и существенно зависят не только от их 
геометрических параметров, но и от направлений теплового потока и 
ориентации боковых граней наноструктур. Для нанопроводов с ква-
дратным сечением величины теплопроводности и длин пробега фоно-
нов определяются, главным образом, направлением теплового потока, 
а их зависимость от ориентации боковых граней мала. Однако в доста-
точно широких пленках величины теплопроводности в значительной 
степени определяются ориентацией плоскости пленки.

3. Учет конечной длины пленки приводит к устранению логариф-
мической расходимости длин Казимира при стремлении ширины плен-
ки к бесконечности, как в изотропных средах, так и в упруго анизотроп-
ных материалах. Интервал интенсивного роста длин пробега фононов 
с увеличением ширины пленки ограничен ее длиной. При значениях 
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ширины пленки, в 10 раз превосходящих её длину, зависимости длин 
пробега фононов выходят на насыщение. 

4. Анизотропия теплопроводности и длин свободного пробега фоно-
нов для наноструктур из кристаллов первого и второго типа качественно 
отличаются и в нанопленках, и в нанопроводах. Для кристаллов одного 
типа угловые зависимости длин пробега для всех направлений теплового 
потока и ориентаций плоскостей пленок качественно подобны, отлича-
ясь только большей или меньшей степенью анизотропии.

5. Установлена корреляция между угловыми зависимостями плотно-
стей фононных состояний и длин свободного пробега квазипоперечных 
мод. Показано, что для всех нанопроводов области максимумов длин 
пробега и ПФС для быстрых и медленных поперечных мод в плоскостях 
{100} и {110} совпадают и обусловлены фокусировкой фононов.

6. Анализ зависимостей длин свободного пробега фононов в плен-
ках с ориентацией {100} и направлением градиента температуры  
[I] = [100] от геометрических параметров показал, что их значения для 
пленок из кристаллов первого типа оказываются больше, а из кристал-
лов второго типа – меньше, чем в изотропных средах. В пленках с ори-
ентациями плоскостей {J} = {111} и направлением градиента темпера-
туры [11 ]211[ ] последовательность зависимостей длин пробега в материа-
лах с различным типом анизотропии упругой энергии становится об-
ратной по отношению к пленкам с ориентацией {100}. Их величины в 
пленках из кристаллов второго типа оказываются больше, а в кристал-
лах первого типа – меньше, чем рассчитанные в изотропных средах.

7. Определены ориентации плоскостей монокристаллических пле-
нок и направления потока тепла, обеспечивающие максимальный или 
минимальный теплоотвод от элементов полупроводниковых микро-
схем. Максимум теплопроводности в плоскости квадратных пленок на 
основе кристаллов первого типа GaN, GaAs, MgO, LiF, GaAs, Ge, Si и 
YAG достигается для ориентации плоскостей типа {100}, а минимум - 
для ориентаций {111}. В квадратных пленках на основе кристаллов 
второго типа CaF2, NaCl, YIG минимум теплопроводности достигается 
для ориентации плоскостей типа {111}, а максимум - для ориентации 
плоскости {110} и направления теплового потока [110].
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Глава 5. РАсПРосТРАненИе ФононоВ И 
Фононный ТРАнсПоРТ В ПЛенкАх с 

РАзЛИчным ТИПом АнИзоТРоПИИ 
уПРугой энеРгИИ

В этом разделе изучим влияние фокусировки на распространение 
фононов и фононный транспорт в монокристаллических пленках с раз-
личным типом анизотропии упругой энергии. Для этого рассчитаем 
угловые зависимости теплопроводности и длин пробега фононов раз-
личных поляризаций 
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 в упруго анизотропных нанострукту-
рах с результатами, следующими из модели изотропной среды. Как уже 
отмечалось, в изотропных средах длины пробега фононов разных поля-
ризаций совпадают и определяются полностью геометрическими пара-
метрами. Они являются удобной системой сравнения для длин пробега 
в упруго анизотропных наноструктурах при изменении ориентации 
плоскости пленки или направления потока тепла. Изложение этой гла-
вы основано на работах [70, 109].

5.1. АнИзоТРоПИя ТеПЛоПРоВодносТИ кВАдРАТных 
ПЛенок с РАзЛИчной оРИенТАцИей ПЛоскосТей

Рассмотрим особенности фононного транспорта в квадратных 
пленках с разным типом анизотропии упругой энергии на основе кри-
сталлов GaAs и CaF2. При сравнении угловых зависимостей длин сво-
бодного пробега фононов в этих пленках с различными ориентациями 
плоскостей обращают на себя внимание следующие особенности (см. 
рис. 5.1). Во-первых, теплопроводность и средние длины пробега фо-
нонов в квадратных пленках (L=W) с ориентациями плоскостей {100} 
и {111} являются изотропными для кристаллов обоих типов, а для пле-
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нок на основе кристаллов первого и второго типов с ориентацией {110} 
они имеют эллипсоидальный вид с длинными осями вдоль направле-
ний [100] и [110], соответственно. Во-вторых, в пленках с ориентация-
ми плоскостей {J} ={001} средние длины свободного пробега для всех 
кристаллов первого типа оказываются больше, а в пленках из кристал-
лов второго типа они меньше, чем в модели изотропной среды (см. та-
блицу 5.1). Так, например, в пленках GaAs с {J} ={100} средние длины 
пробега оказываются в 1.95 раза больше, а для пленок CaF2 на 10% 
меньше, чем в модели изотропной среды. В-третьих, для пленок с ори-
ентациями плоскостей {111} складывается обратная ситуация: средние 
длины пробега в пленках из кристаллов первого типа оказываются 
меньше, а в пленках из кристаллов второго типа – больше, чем в моде-
ли изотропной среды (см. таблицу 5.1). Так, например, в пленках GaAs 
с {J} ={111} средние длины пробега оказываются на 12% меньше, а в 
пленках CaF2 на 19% больше, чем в модели изотропной среды. Для 
остальных материалов смотрите таблицу 5.1. Далее мы проанализиру-
ем физические причины, которые обуславливают зависимости тепло-

Таблица 5.1 
Отношения длин свободного пробега для квадратных пленок с 

параметрами L =W=100D и D =50 нм в симметричных направлениях
Соеди-
нение
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GaAs 2.50:1.87:0.73:1 1.12:0.62:1.19:1 1.95:1.27:0.91:0.88:1

Ge 3.00:1.85:0.74:1 1.13: 0.64:1.18:1 2.10:1.33:0.93:0.91:1

InSb 2.23:1.89:0.73:1 1.10:0.61:1.19:1 1.86:1.22:0.88:0.86:1

LiF 3.36:1.84:0.76:1 1.13:0.65:1.18:1 2.23:1.38:0.95:0.91:1

MgO 3.40:1.81:0.77:1 1.12:0.67:1.16:1 2.24:1.46:0.97:0.92:1

Si 3.46:1.84:0.77:1 1.1:0.65:1.2:1 2.29:1.40:0.94:0.91:1

алмаз 1.48:1.23:0.85:1 1.07:0.79:1.10:1 1.26:1.51:1.05:0.96:1

CaF2 1.12:0.62:1.37:1 1.69:0.87:0.81:1 0.90:1.07:1.55:1.19:1

NaCl 1.20:0.60:1.57:1 1.59:0.88:0.74:1 0.96:1.06:1.38:1.12:1
обуславливают зависимости теплопроводности и длин пробега фононов от ориентации 

плоскостей пленок. Как уже отмечалось, в теории Казимира – МакКарди [13,19] 

предполагается, что все фононы при соударении с поверхностью поглощаются, а затем 

переизлучаются изотропно в полупространство по направлению внутрь образца. Поэтому в 

каждой точке поверхности независимо от её ориентации фононы всех поляризаций 

рассеиваются диффузно. Поэтому, казалось бы, теплопроводность пленок не должна 

зависеть от ориентации плоскостей. Однако мы покажем, что эти зависимости обусловлены 

влиянием упругой анизотропии на распространение акустических мод в пленках, имеющих 

различную ориентацию.

При анализе влияния фокусировки на распространение фононов в пленках нам 

необходимо проанализировать распределение длин пробега фононов по углам Φ ),( ϕθ в 

плоскостях пленок, имеющих различную ориентацию, а также их распределение по углам 

Θ ),( ϕθ в поперечных сечениях, включающих направление теплового потока. Для этого 

перейдем в систему координат, связанную с пленкой. Ось Z направим перпендикулярно 

плоскости пленки. В этом случае угол Φ будет определять распределение теплового потока в 

плоскости пленки, а угол Θ – в поперечном сечении, включающем направление теплового 
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пленок с ориентациями плоскостей {111} складывается обратная ситуация: средние длины 

пробега в пленках из кристаллов первого типа оказываются меньше, а в пленках из 

кристаллов второго типа – больше, чем в модели изотропной среды (см. таблицу 5.1). Так, 

например, в пленках GaAs с {J} ={111} средние длины пробега оказываются на 12% меньше, 

а в пленках CaF2 на 19% больше, чем в модели изотропной среды. Для остальных материалов 

смотрите таблицу 5.1. Далее мы проанализируем физические причины, которые

Таблица 5.1 Отношения длин свободного пробега для квадратных пленок с параметрами L
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проводности и длин пробега фононов от ориентации плоскостей пле-
нок. Как уже отмечалось, в теории Казимира – МакКарди [13,19] пред-
полагается, что все фононы при соударении с поверхностью поглоща-
ются, а затем переизлучаются изотропно в полупространство по
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потока. В пленках, имеющих ориентацию{100} угол Φ =ϕ и Θ = θ. В новой системе 

координат распределение длин пробега фононов в пленках по углам Θ и Φ может быть 

определено следующим образом [70]:
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Определим актуальный интервал углов, дающий основной вклад при усреднении длин 

пробега по углам Φ в плоскостях пленок с различными ориентациями. Для этого в формулах 

(5.1) проведем усреднение по поперечному сечению пленки и построим зависимости длин 

пробега )(}{
)]([ ΦΛ J

I
λ

ψ от угла Φ. Анализ показал, что для квадратных пленок с ориентациями 

{100} и {111} этот интервал углов составляет приближенно ∆Φ ≅ π/2, а для некоторых мод 

несколько превышает это значение.

Для пленок с плоскостью {100} медленные квазипоперечные моды t2 фокусируются и 

дефокусируются в направлениях [100] и [110]. Для продольных фононов в этих 
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несколько превышает это значение.

Для пленок с плоскостью {100} медленные квазипоперечные моды t2 фокусируются и 

дефокусируются в направлениях [100] и [110]. Для продольных фононов в этих 

, для квадратных пленок с параметрами 
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направлению внутрь образца. Поэтому в каждой точке поверхности не-
зависимо от её ориентации фононы всех поляризаций рассеиваются 
диффузно. Поэтому, казалось бы, теплопроводность пленок не должна 
зависеть от ориентации плоскостей. Однако мы покажем, что эти зави-
симости обусловлены влиянием упругой анизотропии на распростра-
нение акустических мод в пленках, имеющих различную ориентацию.

При анализе влияния фокусировки на распространение фононов в 
пленках нам необходимо проанализировать распределение длин пробе-
га фононов по углам Ф ),( ϕθ  в плоскостях пленок, имеющих различ-
ную ориентацию, а также их распределение по углам Θ ),( ϕθ  в попе-
речных сечениях, включающих направление теплового потока. Для 
этого перейдем в систему координат, связанную с пленкой. Ось Z на-
правим перпендикулярно плоскости пленки. В этом случае угол Ф будет 
определять распределение теплового потока в плоскости пленки, а угол 
Θ – в поперечном сечении, включающем направление теплового пото-
ка. В пленках, имеющих ориентацию{100} угол Ф =φ и Θ = θ. В новой 
системе координат распределение длин пробега фононов в пленках по 
углам Θ и Ф может быть определено следующим образом [70]:
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потока. В пленках, имеющих ориентацию{100} угол Φ =ϕ и Θ = θ. В новой системе 

координат распределение длин пробега фононов в пленках по углам Θ и Φ может быть 

определено следующим образом [70]:
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Определим актуальный интервал углов, дающий основной вклад при усреднении длин 

пробега по углам Φ в плоскостях пленок с различными ориентациями. Для этого в формулах 

(5.1) проведем усреднение по поперечному сечению пленки и построим зависимости длин 

пробега )(}{
)]([ ΦΛ J

I
λ

ψ от угла Φ. Анализ показал, что для квадратных пленок с ориентациями 

{100} и {111} этот интервал углов составляет приближенно ∆Φ ≅ π/2, а для некоторых мод 

несколько превышает это значение.

Для пленок с плоскостью {100} медленные квазипоперечные моды t2 фокусируются и 

дефокусируются в направлениях [100] и [110]. Для продольных фононов в этих 
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потока. В пленках, имеющих ориентацию{100} угол Φ =ϕ и Θ = θ. В новой системе 

координат распределение длин пробега фононов в пленках по углам Θ и Φ может быть 

определено следующим образом [70]:
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Определим актуальный интервал углов, дающий основной вклад при усреднении длин 

пробега по углам Φ в плоскостях пленок с различными ориентациями. Для этого в формулах 

(5.1) проведем усреднение по поперечному сечению пленки и построим зависимости длин 

пробега )(}{
)]([ ΦΛ J

I
λ

ψ от угла Φ. Анализ показал, что для квадратных пленок с ориентациями 

{100} и {111} этот интервал углов составляет приближенно ∆Φ ≅ π/2, а для некоторых мод 

несколько превышает это значение.

Для пленок с плоскостью {100} медленные квазипоперечные моды t2 фокусируются и 

дефокусируются в направлениях [100] и [110]. Для продольных фононов в этих 
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Определим актуальный интервал углов, дающий основной вклад 
при усреднении длин пробега по углам Ф в плоскостях пленок с различ-
ными ориентациями. Для этого в формулах (5.1) проведем усреднение по 
поперечному сечению пленки и построим зависимости длин пробега 
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потока. В пленках, имеющих ориентацию{100} угол Φ =ϕ и Θ = θ. В новой системе 

координат распределение длин пробега фононов в пленках по углам Θ и Φ может быть 

определено следующим образом [70]:
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Определим актуальный интервал углов, дающий основной вклад при усреднении длин 

пробега по углам Φ в плоскостях пленок с различными ориентациями. Для этого в формулах 

(5.1) проведем усреднение по поперечному сечению пленки и построим зависимости длин 

пробега )(}{
)]([ ΦΛ J

I
λ

ψ от угла Φ. Анализ показал, что для квадратных пленок с ориентациями 

{100} и {111} этот интервал углов составляет приближенно ∆Φ ≅ π/2, а для некоторых мод 

несколько превышает это значение.

Для пленок с плоскостью {100} медленные квазипоперечные моды t2 фокусируются и 

дефокусируются в направлениях [100] и [110]. Для продольных фононов в этих 
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потока. В пленках, имеющих ориентацию{100} угол Φ =ϕ и Θ = θ. В новой системе 

координат распределение длин пробега фононов в пленках по углам Θ и Φ может быть 

определено следующим образом [70]:
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Определим актуальный интервал углов, дающий основной вклад при усреднении длин 

пробега по углам Φ в плоскостях пленок с различными ориентациями. Для этого в формулах 

(5.1) проведем усреднение по поперечному сечению пленки и построим зависимости длин 

пробега )(}{
)]([ ΦΛ J

I
λ

ψ от угла Φ. Анализ показал, что для квадратных пленок с ориентациями 

{100} и {111} этот интервал углов составляет приближенно ∆Φ ≅ π/2, а для некоторых мод 

несколько превышает это значение.

Для пленок с плоскостью {100} медленные квазипоперечные моды t2 фокусируются и 

дефокусируются в направлениях [100] и [110]. Для продольных фононов в этих 

, а для некоторых мод несколько превышает это значение.
Для пленок с плоскостью {100} медленные квазипоперечные моды 

t2 фокусируются и дефокусируются в направлениях [100] и [110]. Для 
продольных фононов в этих направлениях происходит дефокусировка 
и локальный максимум фокусировки, соответственно. Угол между эти-
ми направлениями составляет ∆φ=π/4. В пленках с плоскостью {111} 
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угол между направлениями фокусировки [110] и дефокусировки ]2[11  
для моды t2 и продольных фононов составляет ∆φ= π/6. Из этого следу-
ет, что для произвольного направления потока тепла в квадратных 
пленках с ориентациями {100} и {111} из кристаллов обоих типов об-
ласть усреднения захватывает одновременно направления фокусиров-
ки и дефокусировки фононов. Поэтому не удивительно, что после 
усреднения по углам Φ для квадратных пленок с ориентациями {100} и 
{111} длины пробега становятся изотропными (см. рис. 5.1). Отноше-
ния длин свободного пробега фононов в пленках с ориентациями {100} 
и {111} из кристаллов первого типа изменяются от 1.3 для алмаза до 2.5 
для Si, тогда как в кристаллах второго типа эти отношения меньше еди-
ницы (см. таблицу 5.2). Итак, анизотропия теплопроводности и длин 
свободного пробега фононов в квадратных пленках с ориентациями 
{100} и {111} в режиме граничного рассеяния определяется главным 
образом ориентацией плоскости пленки.

Таблица 5.2
Отношения длин свободного пробега в симметричных направлениях 

для квадратных пленок с параметрами L =W=100D и D =50 нм.

Соеди-
нение
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}111{
)]([

}110{
]110[

}110{
]100[

}100{
)]([ ::: ψψ II ΛΛΛΛ )]

GaN 2.5:1.78:1.3:1 2.6:1.5:1.05:1 2.89:2.37:1.24:1 1.97:1.35:1.04:1
GaAs 2.06:1.63:1.21:1 3.64:1.62:1.09:1 3.01:2.90:1.37:1 2.20:1.44:1.03:1

Ge 1.97:1.60:1.19:1 4.29:1.62:1.10:1 2.90:3.06:1.41:1 2.33:1.47:1.04:1
InSb 2.06:1.62:1.20:1 3.20:1.59:1.09:1 3.09:2.75:1.33:1 2.17:1.42:1.02:1
LiF 1.88:1.56:1.17:1 4.85:1.65:1.11:1 2.82:3.21:1.43:1 2.44:1.51:1.04:1
MgO 1.76:1.50:1.15:1 4.78:1.59:1.10:1 2.70:3.40:1.46:1 2.43:1.58:1.05:1

Si 1.79:1.51:1.15:1 4.93:1.63:1.10:1 2.83:3.27:1.43:1 2.52:1.54:1.03:1
алмаз 1.40:1.29:1.08:1 1.90:1.37:1.07:1 1.57:3.11:1.51:1 1.32:1.58:1.10:1
CaF2 0.54:0.59:0.92:1 2.03:3.10:3.16:1 0.72:1.66:1.85:1 0.77:0.91:1.31:1
NaCl 0.42:0.47:0.91:1 2.21:2.96:2.63:1 1.69:1.57:1.79:1 0.86:0.95:1.23:1

Рассмотрим физические причины, приводящие к эллипсоидально-
му виду зависимости длин пробега фононов (теплопроводности) в ква-
дратных пленках с ориентацией плоскости J = {110}. Как видно из ри-
сунка 5.1, эта зависимость в пленках из кристаллов первого типа обу-
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словлена медленной поперечной модой t2, а в пленках из кристаллов 
второго типа - быстрой поперечной модой t1. В пленках с ориентацией 
J = {110} эти моды и фокусируются и дефокусируется в направлениях 
[100] и [110]. Угол между этими направлениями составляет ∆Φ = 900. 
Этот угол оказывается слишком велик, чтобы при усреднении по углу 
Φ в плоскости пленки полностью размыть эффект фокусировки, в от-
личие от пленок с плоскостями {100} и {111}. Для произвольного на-
правления градиента температур при усреднении по углам в плоскости 
пленки {110} оба направления не могут быть одновременно охвачены, 
и угловые зависимости длин пробега фононов остаются анизотропны-
ми. Поэтому анизотропия вкладов фононных мод в теплопроводность 
не усредняется, и теплопроводность в плоскости пленки J = {110} при-
нимает эллипсоидальный вид (см. рис. 5.1). В кристаллах первого типа 
длинная ось эллипсоида направлена вдоль [100], в котором фокусиру-
ется мода t2. В этом направлении её длина пробега в кристаллах GaAs 
превосходит isoΛ  более, чем в 1.8 раза (см. таблицу 5.1). Направление 
дефокусировки [110] соответствует короткой оси эллипсоида, в кото-
ром длина пробега оказывается на 17% меньше, чем isoΛ . Для продоль-
ных фононов имеем обратную ситуацию: направления фокусировки и 
дефокусировки по сравнению с медленной поперечной модой t2 меня-
ются местами. Угол между этими направлениями составляет ∆Φ = 90°. 
Угловая зависимость длин пробега имеет также эллипсоидальный вид, 
но длинная ось эллипсоида имеет направление [110], а короткая ось - 
[100]. Длины пробега продольных фононов в пленках Ge и Si в направле-
нии [110] оказываются в 1.5 и 1.4 раза больше, а в направлении [100] – 
соответственно на 13% и 12% меньше, чем в модели изотропной среды 
(см. таблицу 5.2). Однако ввиду малой по сравнению с поперечными 
фононами теплоемкости (см. таблицу 5.3) их вклад недостаточен, что-
бы кардинально изменить вид полной теплопроводности для рассма-
триваемых материалов (см. рис. 5.1). Итак, в пленках с ориентацией 
{110} из кристаллов первого типа максимальные значения теплопрово-
дности достигаются в направлениях [001], а минимальные - в направ-
лениях [110]. 

Из рисунка 5.1 видно, что в пленках из кристаллов второго типа 
эллипсоидальный вид зависимости теплопроводности обусловлен бы-
строй поперечной модой t1. Она фокусируется и дефокусируется в на-
правлениях [110] и [001], соответственно. Поэтому длинная ось эллип-
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соида в этих кристаллах направлена вдоль [110], а короткая – вдоль 
направления дефокусировки [100]. Для продольных фононов длины 
пробега в пленках из кристаллов второго типа имеют максимальные 
значения в направлении [001], а минимальные - в направлениях [110]. 

Таблица 5.3
Вклад колебательных мод в теплопроводность квадратных пленок с 
параметрами L =W=100D и D =50 нм на основе кристаллов первой и 

второй групп для различных направлений теплового потока (%)
{J}
[I] {100} {110}

[100]
{110}
[110] {111}

GaAs
L 5 10 23 19
t1 47 20 30 46
t2 48 70 47 35

Ge
L 5 10 24 20
t1 53 19 30 46
t2 42 71 46 34

InSb
L 5 9 22 17
t1 43 20 31 46
t2 52 71 47 37

GaN
L 5 10 25 18
t1 37 21 28 42
t2 58 69 47 40

LiF
L 5 10 24 20
t1 56 19 30 46
t2 39 71 46 34

MgO
L 6 10 23 20
t1 57 18 30 46
t2 37 72 47 34

Si
L 5 9 22 19
t1 57 19 31 47
t2 38 72 47 34

алмаз
L 12 11 21 22
t1 46 20 31 43
t2 42 69 48 35

CaF2

L 18 14 6 8
t1 48 20 44 56
t2 34 66 50 36

NaCl
L 24 19 7 9
t1 46 19 38 53
t2 30 62 55 38

Для пленок CaF2 их отношение составляет 1.7. Однако ввиду малых 
значений теплоемкости по сравнению с поперечными фононами  
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(см. таблицу 5.3) их вклад недостаточен, чтобы изменить вид полной 
теплопроводности для рассматриваемых материалов (см. рис. 5.1).  
В связи с этим в пленках из кристаллов второго типа с ориентацией  
J = {110} максимальные значения теплопроводности достигаются в на-
правлениях [110], а минимальные - в направлениях [100]. Для пленок 
CaF2 их отношение составляет 1.46. (см. таблицу 5.2). Итак, основной 
вклад в теплопроводность пленок из кристаллов первого типа GaAs, 
InSb и GaN с ориентаций {100} вносит медленная поперечная мода, 
для кристаллов Ge, LiF, MgO, Si и алмаз - быстрая поперечная мода, 
тогда как в пленках из кристаллов обоих типов с ориентацией {111} ‒ 
быстрая поперечная мода (см. таблицу 5.3).

5.2. особенносТИ ТеПЛоПРоВодносТИ В 
дЛИнных ПЛенкАх с РАзЛИчным ТИПом 

АнИзоТРоПИИ уПРугой энеРгИИ

Анализ, проведенный с использованием формул (5.1), показал, что 
с увеличением длины пленок с ориентациями {100} и {111} интервалы 
углов, дающих при усреднении длин пробега основной вклад, значи-
тельно сужаются. Поэтому при переходе к длинным пленкам L>>W 
усреднение по углам F в плоскостях этих пленок оказывается уже недо-
статочным, чтобы полностью размыть эффект фокусировки фононов. 
В результате длины пробега в пленках из кристаллов обоих типов с 
ориентациями {100} и {111} становятся анизотропными (см. рис. 5.2). 
Как видно из рисунка 5.2, основной вклад в анизотропию теплопрово-
дности и средних длин пробега фононов в пленках из кристаллов пер-
вого типа вносит медленная поперечная мода, которая фокусируется в 
направлениях типа [100].

Однако в этих направлениях длины пробега }100{2
]100[

tΛ  для пленок с 
достаточно большими параметрами анизотропии (GaN, GaAs, LiF и 
Ge) имеют локальные минимумы: для пленок GaAs, например, её вели-
чина оказывается на 18% меньше, чем при углах 32/ θπψ ±= n  (см. 
рис. 5.2а). В направлениях [100] длина пробега медленной моды }100{2

]100[
tΛ  

в пленках GaAs, оказывается на 53% больше, чем в направлениях [110]. 
Анизотропия теплопроводности и средних длин пробега в пленках 
GaAs с L>>W за счет вклада быстрой поперечной моды оказывается
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Рис. 5.2. Угловые зависимости приведенных длин свободного пробега фононов, 
DJ

I
J
I /~ }{

)]([
}{

)]([
λ

ψ
λ

ψ Λ=Λ )] )]  и DJ
I

J
I /~ }{

)]([
}{

)]([ ψψ Λ=Λ )] )]  для пленок с параметрами 
L =2000W, W=100D и D =50 нм и ориентациями плоскостей {100} (a,г), 
{110} (б,д) и {111} (в,е) на основе кристаллов GaAs (а,б,в) и CaF2 (г,д,е). 
Кривые 1 – быстрая поперечная мода, 2 – медленная поперечная мода, 
3 – продольная мода, 4 – средняя длина свободного пробега, 5 – длина 

свободного пробега в модели изотропной среды
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заметно меньше: отношение 21.1: }100{
]110[

}100{
]100[ =ΛΛ  

1.2. В длинных пленках GaAs 
с ориентацией {100} средние длины пробега фононов оказываются боль-
ше, а для ориентации {111} – меньше, чем в модели изотропной среды. 
Следует отметить, что области максимумов длин пробега фононов для 
пленок с ориентациями {100} и {111} ограничены углами, определяющи-
ми области фокусировки фононов 1

3
tθ±  и 2

3
tθ± . Основной вклад в ани-

зотропию теплопроводности при L>>W в пленках с ориентацией {100} из 
кристаллов второго типа вносит быстрая поперечная мода, которая фоку-
сируется в направлениях типа [110] (см. рис. 5.2). Так, например, для пле-
нок CaF2 длина пробега }100{1

][
t
IΛ  в направлении [110] оказывается больше на 

35%, чем в направлении [001]. Однако для полной теплопроводности 
пленки CaF2 с ориентацией {100} анизотропия уменьшается до 13%.

Для пленок из кристаллов обоих типов с ориентацией {111} ани-
зотропия теплопроводности обусловлена быстрой поперечной модой, 
которая фокусируется в направлениях типа [110] и обеспечивает макси-
мум средней длины пробега в этом направлении (см. рис. 5.2). Её длина 
пробега в длинных пленках GaAs оказывается на 24%, а в пленках CaF2 
на 16% больше, чем в направлениях типа ]2[11 . Вклад медленной по-
перечной моды в теплопроводность мал, и в пленках из кристаллов 
обоих типов длина пробега для неё оказывается меньше, чем в модели 
изотропной среды. Сравним угловые зависимости длин пробега в упру-
го анизотропных пленках при L>>W с моделью изотропной среды. Как 
видно из рисунка 5.2, мы получаем те же результаты, что и для квадрат-
ных пленок. Средние длины пробега в пленках с ориентаций {100} из 
кристаллов первого типа оказываются больше, а в пленках из кристал-
лов второго типа – меньше, чем в модели изотропной среды. Для GaAs ‒ 

1:98.1:39.2:: }100{
]110[

}100{
]100[ =ΛΛΛ iso  

2.39:1.98:1, а для CaF2 ‒ 1:98.0:87.0:: }100{
]110[

}100{
]100[ ≅ΛΛΛ iso  

0.87:0.98:1. 
Для пленок с ориентацией {111} – ситуация обратная: средние длины 
пробега в пленках из кристаллов первого типа оказываются меньше,  
а в пленках из кристаллов второго типа – больше, чем в модели изотроп-
ной среды: для GaAs – 1:85.0:92.0:: }111{

]112[
}111{
]110[ =ΛΛΛ iso  

0.92:0.85:1, а для CaF2 – 
1:16.1:23.1:: }111{

]112[
}111{
]110[ =ΛΛΛ iso  

1.23:1.16:1. Итак, основной вклад в анизотропию те-
плопроводности в длинных пленках из кристаллов первого типа с ори-
ентаций {100} вносит медленная поперечная мода, тогда как в пленках 
с ориентацией {111} – быстрая поперечная мода. 

В пленках из кристаллов второго типа с ориентациями {100} и 
{111} анизотропия теплопроводности обусловлена, главным образом, 
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быстрой поперечной модой. При переходе к длинным пленкам с ориен-
тацией J = {110} эллипсоидальный вид угловых зависимостей и харак-
терные особенности средних длин пробега фононов различных поляри-
заций сохраняются (см. рис. 5.2). В пленках из кристаллов первого типа 
средняя длина пробега фононов имеет максимум в направлении фокуси-
ровки медленной поперечной моды [100], а минимум - вдоль направле-
ния её дефокусировки [110]. Однако в пленках из кристаллов второго 
типа длинная ось эллипсоида направлена вдоль направления фокусиров-
ки быстрой поперечной моды [110], а короткая – вдоль направления её 
дефокусировки [100]. Дополнительные особенности в виде локальных 
максимумов на зависимости средней длины пробега в пленках CaF2 обу-
словлены фокусировкой поперечных мод (см. рис. 5.2).

5.3. ВЛИянИе ФокусИРоВкИ нА РАсПРосТРАненИе 
Фононных мод В кВАдРАТных ПЛенкАх с 

оРИенТАцИямИ ПЛоскосТей {100} И {111}

Проанализируем влияние фокусировки на распространение фо-
нонных мод в квадратных пленках (L=W) и покажем, что теплопрово-
дность (и средние длины пробега) в пленках с ориентацией {100} из 
кристаллов первого типа имеют большие значения, а из кристаллов 
второго типа меньшие, чем для пленок с ориентацией {111}. Хорошо 
известно, что основной вклад в теплосопротивление вносит рассеяние 
фононов на плоскостях пленок, а преобладающий вклад в теплопрово-
дность вносят фононы, распространяющиеся почти параллельно пло-
скости пленки (см., например, [24,25,31,32]). Поэтому для наших целей 
необходимо проанализировать распределение фононного потока по по-
перечному сечению пленки и влияние на него фокусировки фононов. 
Для этого усредним длины пробега по углам Ф в плоскостях пленок, 
согласно формулам (5.1), и построим их зависимости от угла Θ в попе-
речном сечении пленки, которое включает направление теплового по-
тока (см. рис 5.3). 

Как видно из рисунка 5.3, для ориентации {100} в пленках из кри-
сталлов первого типа фононы медленной моды фокусируются и дефо-
кусируются в направлениях типа [100] и [110], соответственно. В плен-
ках из кристаллов второго типа направления фокусировки и дефокуси-
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ровки для этой плоскости меняются местами (см. рис. 5.3). В пленках с 
ориентацией {110} из кристаллов первого типа медленные и быстрые 
поперечные моды фокусируются в направлениях типа [100] и [110],  

Рис. 5.3. Схема, иллюстрирующая фокусировку медленных и быстрых 
поперечных мод в кристаллах GaAs (a), (б) и CaF2 (в), (г) для сечений 
изоэнергетической поверхности плоскостью XZ (a), (в) для моды t2 и 

диагональной плоскостью для мод t1 и t2 (б), (г). Стрелками изображены 
волновые вектора внутри поверхности и соответствующие им групповые 

скорости фононов вне её

соответственно. В пленках с ориентацией {110} из кристаллов второго 
типа быстрая мода фокусируется под углом 4/2/ ππθ +≈ n (n – целое 
число). Как видно из рисунка 5.4, для поперечных фононов в пленках из 
кристаллов первого типа с ориентацией {100} преобладает эффект фоку-
сировки, и усредненные по углу Ф длины пробега ( )ΘΛ }100{1

]001[
t  и ( )ΘΛ }100{2

]001[
t  

при всех углах Θ оказываются больше, чем )(ΘΛ iso  (см. рис. 5.4а).  
Тогда как для продольных фононов – наоборот: их длины пробега при 
всех углах оказываются меньше, чем isoΛ . Обратная ситуация склады-
вается для пленок из кристаллов второго типа. Для поперечных фоно-
нов в пленках с ориентацией {100} преобладает эффект дефокусиров-
ки: усредненные по углу Ф длины пробега ( )ΘΛ }100{1

]001[
t  и ( )ΘΛ }100{2

]001[
t  при 
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всех углах Θ оказываются меньше, чем )(ΘΛ iso  (см. рис. 5.4б). Однако 
для продольных фононов длины пробега в пленках из кристаллов вто-
рого типа при всех углах оказываются больше, чем isoΛ . Как уже ранее 
отмечалось, вклад продольных фононов в теплопроводность и средние 
длины пробега в пленках для рассматриваемых материалов мал по 
сравнению с вкладом поперечных фононов (см. таблицу 5.3). Итак, те-
плопроводность и средние длины пробега фононов в квадратных плен-
ках с ориентацией {100} из кристаллов первого типа имеют большие 
значения, чем для пленок из кристаллов второго типа, поскольку для 
первых преобладает эффект фокусировки, тогда как для вторых - эф-
фект дефокусировки фононов.

Следует отметить, что распределение длин пробега по поперечно-
му сечению пленки, приведенное на рисунках 5.4, построено в про-
странстве волновых векторов. В координатном пространстве (или про-
странстве групповых скоростей) боковые пики 
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Как видно из рисунка 5.3, для ориентации {100} в пленках из кристаллов первого типа 

фононы медленной моды фокусируются и дефокусируются в направлениях типа [100] и 

[110], соответственно. В пленках из кристаллов второго типа направления фокусировки и 

дефокусировки для этой плоскости меняются местами (см. рис. 5.3). В пленках с 

ориентацией {110} из кристаллов первого типа медленные и быстрые поперечные моды 

фокусируются в направлениях типа [100] и [110], соответственно. В пленках с ориентацией 

{110} из кристаллов второго типа быстрая мода фокусируется под углом 4/2/ ππθ +≈ n (n –

целое число). Как видно из рисунка 5.4, для поперечных фононов в пленках из кристаллов 

первого типа с ориентацией {100} преобладает эффект фокусировки, и усредненные по углу 

Φ длины пробега ( )ΘΛ }100{1
]001[

t и ( )ΘΛ }100{2
]001[

t при всех углах Θ оказываются больше, чем )(ΘΛ iso

(см. рис. 5.4а). Тогда как для продольных фононов – наоборот: их длины пробега при всех 

углах оказываются меньше, чем isoΛ . Обратная ситуация складывается для пленок из 

кристаллов второго типа. Для поперечных фононов в пленках с ориентацией {100} 

преобладает эффект дефокусировки: усредненные по углу Φ длины пробега ( )ΘΛ }100{1
]001[

t и 
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]001[
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продольных фононов длины пробега в пленках из кристаллов второго типа при всех углах 

оказываются больше, чем isoΛ . Как уже ранее отмечалось, вклад продольных фононов в

теплопроводность и средние длины пробега в пленках для рассматриваемых материалов мал 

по сравнению с вкладом поперечных фононов (см. таблицу 5.3). Итак, теплопроводность и 

средние длины пробега фононов в квадратных пленках с ориентацией {100} из кристаллов 

первого типа имеют большие значения, чем для пленок из кристаллов второго типа, 

поскольку для первых преобладает эффект фокусировки, тогда как для вторых - эффект 

дефокусировки фононов.

Следует отметить, что распределение длин пробега по поперечному сечению пленки, 

приведенное на рисунках 5.4, построено в пространстве волновых векторов. В координатном 

пространстве (или пространстве групповых скоростей) боковые пики ( )ΘΛ }100{2
)]([

~t
I ψ ,

соответствуют волновым векторам, близким к углам 2
1
tθ± для медленной поперечной моды 

в пленках из кристаллов первого типа (см. раздел 1.5, таблицу 1.5). Из-за эффекта 

фокусировки фононы этой моды будут распространяться в направлении [100] (см. рис. 5.3), 

их длина свободного пробега может быть ограничена длиной образца или объемными 

механизмами рассеяния. Таким образом, боковые максимумы перейдут в центральный пик, 

соответствующий направлению градиента температуры (см. рис. 5.3 и 5.4). Аналогичным 

, соответству-
ют волновым векторам, близким к углам 2

1
tθ±  для медленной попереч-

ной моды в пленках из кристаллов первого типа (см. раздел 1.5, табли-
цу 1.5). Из-за эффекта фокусировки фононы этой моды будут распро-
страняться в направлении [100] (см. рис. 5.3), их длина свободного 
пробега может быть ограничена длиной образца или объемными меха-
низмами рассеяния. Таким образом, боковые максимумы перейдут в 
центральный пик, соответствующий направлению градиента темпера-
туры (см. рис. 5.3 и 5.4). Аналогичным образом можно интерпретиро-
вать боковые максимумы на кривой 
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образом можно интерпретировать боковые максимумы на кривой ( )ΘΛ }110{1
)]100[

~t для быстрой 

поперечной моды, которая фокусируется в направлении [110] для волновых векторов
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в поперечном сечении для пленок GaAs (а,в) и 
CaF2 (б,г) с ориентациями {100} (а,б) и {111} (в,г) и параметрами L=W= 100D, D =50 нм: 
кривые 1 - для моды t1, кривые 2 - для моды t2, кривые 3 - для продольных фононов, кривая 4 
- для модели изотропной среды. 

в плоскости {110}. Из рисунка 5.3 следует, что основной вклад в длины пробега поперечных 

мод в координатном представлении будут вносить области углов, ограниченные 

значениями 2
32/ tθπ ± и 1

32/ tθπ ± для медленных и быстрых поперечных мод, 

соответственно. Таким образом, распределение длин пробега в пленках из кристаллов 

первого типа для этих мод в координатном пространстве будет иметь однопиковый вид (как 

и в изотропной среде) с характерными ширинами распределения 1
32 tθ и 2

32 tθ , соответственно.

В квадратных пленках с ориентацией плоскости {111} зависимости длин пробега 

( )ΘΛ }111{
)]([

λ
ψI для всех акустических мод качественно изменяются по сравнению с зависимостями 

 для быстрой поперечной 
моды, которая фокусируется в направлении [110] для волновых векто-
ров в плоскости {110}. Из рисунка 5.3 следует, что основной вклад в 
длины пробега поперечных мод в координатном представлении будут 
вносить области углов, ограниченные значениями 2

32/ tθπ ±  и 1
32/ tθπ ±  

для медленных и быстрых поперечных мод, соответственно. Таким об-
разом, распределение длин пробега в пленках из кристаллов первого 
типа для этих мод в координатном пространстве будет иметь однопико-
вый вид (как и в изотропной среде) с характерными ширинами распре-
деления 1

32 tθ  и 2
32 tθ , соответственно.

В квадратных пленках с ориентацией плоскости {111} зависимо-
сти длин пробега ( )ΘΛ }111{

)]([
λ

ψI )]
 для всех акустических мод качественно из-

меняются по сравнению с зависимостями для пленок с ориентацией 
{100} (см. рис. 5.4). Центральный максимум сохраняется только для 
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модели изотропной среды )(ΘΛ iso , а для всех акустических мод длины 
пробега ( )ΘΛ }111{

)]([
λ

ψI )]  
 
в пленках из кристаллов обоих типов в окрестности 

направления теплового потока (оси пленки) имеют плавные минимумы 
(см. рис. 5.4). Это означает, что для всех мод в направлениях волновых 
векторов, близких к направлению теплового потока, преобладают  

Рис. 5.4. Распределение длин пробега 
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образом можно интерпретировать боковые максимумы на кривой ( )ΘΛ }110{1
)]100[

~t для быстрой 

поперечной моды, которая фокусируется в направлении [110] для волновых векторов
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в поперечном сечении для пленок GaAs (а,в) и 
CaF2 (б,г) с ориентациями {100} (а,б) и {111} (в,г) и параметрами L=W= 100D, D =50 нм: 
кривые 1 - для моды t1, кривые 2 - для моды t2, кривые 3 - для продольных фононов, кривая 4 
- для модели изотропной среды. 

в плоскости {110}. Из рисунка 5.3 следует, что основной вклад в длины пробега поперечных 

мод в координатном представлении будут вносить области углов, ограниченные 

значениями 2
32/ tθπ ± и 1

32/ tθπ ± для медленных и быстрых поперечных мод, 

соответственно. Таким образом, распределение длин пробега в пленках из кристаллов 

первого типа для этих мод в координатном пространстве будет иметь однопиковый вид (как 

и в изотропной среде) с характерными ширинами распределения 1
32 tθ и 2

32 tθ , соответственно.

В квадратных пленках с ориентацией плоскости {111} зависимости длин пробега 

( )ΘΛ }111{
)]([

λ
ψI для всех акустических мод качественно изменяются по сравнению с зависимостями 

 в поперечном сечении для пленок 
GaAs (а,в) и CaF2 (б,г) с ориентациями {100} (а,б) и {111} (в,г) и параметрами 

L=W= 100D, D =50 нм: кривые 1 ‒ для моды t1, кривые 2 ‒ для моды t2, 
кривые 3 ‒ для продольных фононов, кривая 4 ‒ для модели изотропной среды

эффекты дефокусировки, в отличие от пленок с ориентацией {100}. 
Причем, длины пробега )({111}2

][ ΘΛt I  почти во всем интервале углов Θ 
оказываются меньше, чем )(ΘΛ iso , за исключением узких интервалов 
84°<Θ<87° и 93°<Θ<96° для кристалла первого типа GaAs и 69°<Θ<85° 
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и 95°<Θ<111° для кристалла второго типа CaF2, где они имеют локаль-
ные максимумы. Очевидно, что для квадратных пленок GaAs среднее 
значение {111}2

)]([
t
I ψΛ )]  будет значительно меньше, чем isoΛ . Однако для бы-

строй поперечной и продольной мод интервалы углов Θ, где 
( ) )(}111{

)]([ ΘΛ>ΘΛ isoI
λ

ψ )]  
значительно шире, поэтому средние значения для 

них будут превышать величины isoΛ  (см. рис. 5.1). Непосредственный 
расчет показывает, что средние длины пробега для пленок с ориентаци-
ей {111} из кристаллов первого типа оказываются меньше, чем в моде-
ли изотропной среды главным образом за счет малых значений длин 
пробега для медленных поперечных мод. Для пленок GaAs они оказы-
ваются в 2.2 раза меньше, чем для ориентации {001}.

В квадратных пленках из кристаллов второго типа с ориентацией 
плоскости {111} для медленных поперечных и продольных фононов 
также преобладают эффекты дефокусировки. Их длины свободного 
пробега в области центрального пика имеют плавный минимум, и толь-
ко в узких интервалах углов, где они имеют локальные максимумы, их 
значения превышают )(ΘΛ iso  (см. рис. 5.4). Однако длина пробега бы-
строй поперечной моды ( )ΘΛ }111{1

)]([
t
I ψ )]  имеет два боковых максимума, где 

величины ( ) )(}111{1
)]([ ΘΛ>>ΘΛ iso

t
I ψ )] . Поскольку эти максимумы значительно 

превосходят )(ΘΛ iso , то среднее значение для быстрой поперечной 
моды будет превышать величину isoΛ  (см. рис. 5.2е, кривая 1). В ре-
зультате средние длины пробега для пленок с ориентацией {111} из 
кристаллов второго типа оказываются выше, чем isoΛ , а также значе-
ний для пленок из кристаллов первого типа (см. рис. 5.2). Так, напри-
мер, для пленок CaF2 с ориентацией {111} средние длины пробега ока-
зываются в 1.3 раза больше, чем для пленок GaAs. 

Из работ Фукса, Зондгеймера [30,31] известно, что при достаточно 
низких температурах теплосопротивление пленок определяется глав-
ным образом рассеянием фононов на плоскостях пленок. В ряде работ 
для характеристики теплопроводности пленок при диффузном рассея-
нии фононов на границах пленок использовался термин «рассеиваю-
щая способность» плоскостей пленок с различной ориентацией (см., 
например, [28]). Следует отметить, что использование этого термина 
для характеристики влияния фокусировки фононов на теплопрово-
дность пленок является физически некорректным. Дело в том, что в 
теории Казимира предполагается, что в каждой точке поверхности, не-
зависимо от её ориентации, фононы всех поляризаций рассеиваются 
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диффузно. При соударении с поверхностью они поглощаются, а затем 
переизлучаются изотропно в полупространство по направлению внутрь 
образца. Таким образом, рассеивающая способность или интенсив-
ность рассеяния пленок с различной ориентацией плоскостей одинако-
ва. Влияние фокусировки фононов на теплопроводность пленок связа-
но с отличием направления волнового вектора и направления распро-
странения фононов и обусловлено упругой анизотропией кристаллов. 
Если направление теплового потока и ось пленки совпадает с направле-
нием фокусировки одной из мод, то направления распространения фо-
нонов этой моды будут отклоняться от плоскостей пленки к её оси, и 
длина пробега этих фононов будет возрастать, как это имеет место для 
медленных поперечных фононов в пленках с ориентацией {100} и на-
правлением потока тепла [100] (см. рис. 5.5). Причем, фононы моды t2 
с волновым вектором q1 и углом 1θθ ±=  будут распространяться в на-
правлении [100] (см. рис. 5.5). Фононы с волновым вектором q2 и углом 

2
2
tθθ −=  будут распространяться под углом 2

3
tθθ +=  (см. рис. 5.3а и 5.5). 

Поскольку для GaAs углы °=12.02
3
tθ , °=13.82

2
tθ , то длина свободного 

пробега ( )2
3

}100{2
)]100[

tt θΛ )]  будет меньше, чем в модели изотропной среды 
)( 2θisoΛ  (см. рис. 5.5). При диффузном рассеянии на границах длина 

свободного пробега фонона с волновым вектором q определяется рас-
стоянием, пройденным фононом до столкновения с поверхностью об-
разца. На рисунках 5.5 для каждого направления она определяется 
длинной вектора групповой скорости от точки испускания до столкно-
вения с поверхностью. Для быстрой поперечной моды в плоскости гра-
ни куба спектр фононов изотропен, и эффект фокусировки отсутствует. 
Поэтому направление волнового вектора q2 совпадает с направлением 
групповой скорости )( 2

1 qV t
g , и, соответственно, длина пробега 

( ) )( 22
}100{1

)]100[ θθ iso
t Λ=Λ )]  

(см. рис. 5.5). Если направление теплового потока 
и ось пленки совпадает с направлением дефокусировки одной из мод, то 
направления распространения фононов этой моды будут отклоняться от 
оси пленки к её плоскостям, и длина пробега этих фононов будет умень-
шаться. Это имеет место для продольных фононов с волновым вектором 
q1, для которых угол распространения, определяемый направлением груп-
повой скорости, становится больше, чем угол θ1. И, соответственно, длина 
пробега ( )1}100{

)]100[ θLΛ )]  становится меньше, чем )( 1θisoΛ  (см. рис. 5.5 а). 
Итак, для направления потока тепла [100] в пленке с ориентацией 

{100} фононы медленной поперечной моды, имеющие волновые векто-
ра в секторе 44 θθθ ≤≤− , будут отклоняться от плоскостей к оси плен-
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ки, и их длина пробега может значительно превышать значение для 
изотропной среды. Однако направление потока тепла [110] в пленках с 
ориентацией {100} соответствует направлению дефокусировки мед-
ленных поперечных фононов, поэтому их длина пробега будет меньше, 
чем )( 1θisoΛ  (см. рис. 5.5).

Рис. 5.5. Схема, иллюстрирующая влияние фокусировки на распространение 
фононов в осевом сечении пленки GaAs с ориентацией {100} для градиента 

температуры в направлениях (а) [100] и (б) [110] и волновых векторов под углами 
6.282

1 =tθ  28.6°, 8.132
2 =tθ  28.6°, 0.122

3 =tθ
 
12.0° и 4.342

4 =tθ  34.4° к направлению [100]. 
L – длина пленки, D – ее толщина

Для волновых векторов в плоскости {110} фононы быстрой попе-
речной моды фокусируются в направлении [110]. Поэтому они будут 
отклоняться от плоскостей пленки к направлению градиента темпера-
тур [110], и их длина пробега может значительно превышать значение 
для изотропной среды (см. рис. 5.6). Из рисунка 5.6 видно, что в плен-
ках GaAs с ориентацией {110} фононы моды t1 с волновыми векторами 
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в секторе 44 θθθ ≤≤−  (для моды t1 угол 4.521
4 =tθ ) будут отклонять-

ся от боковых граней к оси стержня и распространяться в секторе 
33 θθθ ≤≤− , для GaAs 6.31

3 =tθ . В результате для направлений [110] 
плотность состояний для моды t1 будет существенно больше, а для на-
правлений дефокусировки значительно меньше, чем в модели изотропной 

Рис. 5.6. Схема, иллюстрирующая влияние фокусировки на распространение 
фононов в сечении пленки GaAs с ориентацией {110} для волновых векторов 

под углами 21.41
1 =tθ , 11.41

2 =tθ , 6.31
3 =tθ  и 4.521

4 =tθ  к направлению градиента 
температуры [110]

среды (см. раздел 1.5). При этом фононы моды t1 в плоскости {110} с 
волновым вектором q1 и углом 1θ  (для GaAs 4.121

1 =tθ ) будут распро-
страняться в направлении теплового потока [110] (см. рис. 5.6), а фоно-
ны с волновым вектором q2 и углом 2θ  (для моды t1 4.111

2 =tθ 11.4°) будут 
распространятся под углом 3θ−  ( 6.31

3 =tθ ) (см. рис. 5.6). Направление 
[110] является направлением дефокусировки медленной поперечной 
моды, и ее длина свободного пробега меньше, чем в изотропной среде 
(см. рис. 5.6). Продольные фононы фокусируются в направлении [111], 
а направление [110] соответствует направлению дефокусировки для 
волновых векторов в плоскости {110}. Поэтому они будут отклоняться 
от направления градиента температур к широкой грани образца, их 
длина свободного пробега будет меньше, чем для изотропной среды. 
Как уже отмечалось, роль продольных фононов в фононном транспор-
те мала в связи с малой теплоемкостью.

Рассмотрим распространение фононов в пленках из кристаллов 
второго типа с ориентацией {100} на примере кристаллов CaF2 для на-
правления градиента температур [001]. Для медленной поперечной 
моды в плоскости грани куба спектр фононов изотропен, и эффект фо-
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кусировки отсутствует. Поэтому, как видно из рисунка 5.7, направление 
волнового вектора q2 совпадает с направлением групповой скорости 

)( 2
2 qV t
g , и, соответственно, длина пробега ( ) )( 22

}100{2
)]100[ θθ iso

t Λ=Λ )] . Для 
волновых векторов в плоскости {100} фононы быстрой поперечной 
моды в направлении [001] дефокусируются. Поэтому они будут откло-
няться от направления градиента температур [001] к плоскостям плен-
ки, и их длина пробега будет значительно меньше, чем для изотропной 
среды (см. рис. 5.7а). В направлении [001] фокусируются продольные 
фононы, и их длины пробега в пленках из кристаллов второго типа бу-
дут больше, чем isoΛ .

Рис. 5.7. Схема, иллюстрирующая влияние фокусировки на распространение 
фононов в сечении пленки CaF2 с ориентацией {100} для волновых векторов 

под углами 25.91
1 =tθ , 13.41

2 =tθ , 8.71
3 =tθ  и 0.311

4 =tθ 31  к направлению градиента 
температуры [110]

Обратная ситуация складывается для пленок с ориентацией {100} 
из кристаллов второго типа для направления градиента температур 
[011]. В этом направлении фононы быстрой поперечной моды фокуси-
руются, поэтому они будут отклоняться от плоскостей пленки к на-
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правлению теплового потока и их длина пробега может значительно 
превышать значение isoΛ  (см. рис. 5.7а). Из рисунка 5.7б видно, что в 
пленках CaF2 ориентацией {100} фононы моды t1 с волновыми вектора-
ми в секторе 44 θθθ ≤≤−  (для моды t1 

311
4 =tθ 31 ) будут отклоняться от 

боковых граней к оси стержня и распространяться в секторе 33 θθθ ≤≤− , 
для CaF2 8.71

3 =tθ . В результате для направлений [110] плотность со-
стояний для моды t1 будет существенно больше, а для направлений де-
фокусировки значительно меньше, чем в модели изотропной среды 
(см. раздел 1.5). При этом фононы моды t1 в плоскости {110} с волно-
вым вектором q1 и углом 1θ  (для CaF2 9.521

1 =tθ ) будут распростра-
няться в направлении теплового потока [110], а их длина свободного 
пробега будет ограничиваться или длиной пленки или объемными ме-
ханизмами релаксации фононов (см. рис. 5.7). Фононы с волновым век-
тором q2 и углом 2θ  (для моды t1 4.131

2 =tθ 13 ) будут распространяться 
под углом 3θ−  ( 8.71

3 =tθ ) (см. рис. 5.7б).
Для медленной поперечной моды в плоскости грани куба спектр 

фононов изотропен и эффект фокусировки для пленок CaF2 отсутству-
ет. Поэтому направление групповой скорости )( 2

1 qV t
g  

совпадает с на-
правлением волнового вектора q2, и, соответственно, длина пробега

( ) )( 22
}100{2

)]100[ θθ iso
t Λ=Λ )]  (см. рис. 5.7б). В направлении [011] продольные 

фононы дефокусируются. Поэтому угол распространения, определяе-
мый направлением групповой скорости )( 2qVL

g , становится больше, 
чем угол 2θ  и, соответственно, длина пробега ( )2

}100{
)]110[ θLΛ )]  становится 

меньше, чем )( 1θisoΛ  (см. рис. 5.7б).

5.4. зАкЛюченИе

Итак, в пятой главе изучено влияние анизотропии упругой энергии 
на фононный транспорт в монокристаллических пленках в режиме 
кнудсеновского течения фононного газа. Проанализировано влияние 
фокусировки фононов на распространение фононных мод и фононный 
транспорт в монокристаллических пленках с различным типом ани-
зотропии упругой энергии. Основные результаты исследований фонон-
ного транспорта в пленках из кристаллов первого GaN, GaAs, Ge, MgO, 
Si, алмаз, YAG и второго типа NaCl, CaF2, SrF2, YIG могут быть сфор-
мулированы следующим образом:
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1. Анализ распределения длин пробега фононов по углам в плоско-
стях пленок, позволил установить физические причины, приводящие к 
изотропной зависимости теплопроводности для квадратных пленок с 
ориентациями {100} и {111}. Показано, что для произвольного направ-
ления потока тепла область усреднения длин пробега по углам в пло-
скости пленок захватывает одновременно направления фокусировки и 
дефокусировки фононов. Поэтому теплопроводность, а также длины 
пробега фононов различных поляризаций для кристаллов обоих типов 
становятся изотропными. Их анизотропия теплопроводности в режиме 
граничного рассеяния определяется полностью зависимостью от ори-
ентации плоскости пленки. В пленках с ориентациями плоскостей 
{100} средние длины свободного пробега для всех кристаллов первого 
типа оказываются больше, а в пленках из кристаллов второго типа 
меньше, чем в модели изотропной среды. Однако в пленках с ориента-
циями {111} реализуется обратная ситуация: средние длины пробега в 
пленках из кристаллов первого типа оказываются меньше, а из кри-
сталлов второго типа больше, чем в модели изотропной среды.

2. В квадратных пленках с ориентацией {110} угол между направ-
лениями фокусировки и дефокусировки увеличивается в два раза по 
сравнению с ориентациями {100} и {111}, поэтому для произвольного 
направления потока тепла при усреднении длин пробега по углам в 
плоскости пленок оба направления не могут быть одновременно охва-
чены. В связи с этим теплопроводность в плоскости пленки {110} ста-
новится анизотропной, как и вклады акустических мод. Максимальные 
значения теплопроводности для этих пленок из кристаллов первого 
типа достигаются в направлениях [001], а минимальные - в направле-
ниях [110]. Для пленок из кристаллов второго типа направления макси-
мальных и минимальных значений обратны кристаллам первого типа. 

3. С увеличением длины пленок интервалы углов, дающих основ-
ной вклад при усреднении длин свободного пробега в плоскости пле-
нок с ориентациями {100} и {111}, значительно сужаются. Поэтому в 
предельном случае длинных пленок (L>>W) усреднение по углам ока-
зывается уже недостаточным, чтобы размыть эффект фокусировки фо-
нонов. В этом случае длины пробега в пленках из кристаллов обоих 
типов с ориентациями {100} и {111} становятся анизотропными. 

4. Анализ влияния фокусировки на распространение фононных 
мод в пленках из кристаллов первого типа показал, что для квадратных 
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пленок с ориентацией {100} для быстрых и медленных поперечных 
фононов преобладает эффект фокусировки. В то время как в пленках с 
плоскостью {111} для медленной поперечной моды преобладает эф-
фект дефокусировки. Поэтому теплопроводность и средние длины сво-
бодного пробега в пленках из кристаллов первого типа с ориентациями 
{100} оказываются в 2-2.4 раза больше, чем для пленок с ориентация-
ми {111}.

5. Анализ распределения длин пробега в поперечном сечении ква-
дратных пленок с ориентацией {100} показал, что в пленках из кри-
сталлов второго типа для поперечных фононов преобладает эффект 
дефокусировки. Поэтому средние длины пробега фононов в пленках с 
ориентациями {100} из кристаллов второго типа оказываются меньше, 
а из кристаллов первого типа – больше, чем в модели изотропной сре-
ды. Для пленок с ориентацией {111} – ситуация обратная: в пленках из 
кристаллов второго типа для быстрой поперечной моды преобладает 
эффект фокусировки, тогда как для поперечных фононов в пленках из 
кристаллов первого типа - эффект дефокусировки. В результате сред-
ние длины пробега в пленках с ориентацией {111} из кристаллов вто-
рого типа оказываются больше, а из кристаллов первого типа – мень-
ше, чем в модели изотропной среды.
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Глава 6. АнИзоТРоПИя И ТемПеРАТуРные 
зАВИсИмосТИ ТеПЛоПРоВодносТИ 

кРемнИеВых ПЛенок И нАноПРоВодоВ

В работах [4-7] были измерены температурные зависимости те-
плопроводности монокристаллических кремниевых нанопроводов с 
диаметрами от 22 до 115 нм в интервале от 20 до 300 К и кремниевых 
пленок с толщинами от 0.02 до 1.6 мкм в интервале от 17 до 350 К. По-
лученные результаты интерпретировались, как правило, в модели 
изотропной среды [4-7,25,110]. Использовалась или теория Казимира 
[13], или теория Фукса и Зондгеймера [30,31], а эффекты, обусловлен-
ные фокусировкой фононов, не учитывались. В теории Фукса и Зонд-
геймера [30,31] предполагалось, что теплопроводность пленки зависит 
только от одного параметра - её толщины. Это приближение является 
некорректным. В работах [24,27,106] (см. также главу 4) показано, что 
длины свободного пробега в кремниевых пленках существенным обра-
зом зависят от их геометрических параметров. Более того, длины Кази-
мира логарифмически расходятся при стремлении ширины пленки к 
бесконечности. В модели изотропной среды эта расходимость для те-
плопроводности пленок отмечалась ранее в работах [25,32]. Анализ 
теплопроводности монокристаллических пленок, проведенный в рабо-
тах [27,106], показал, что длины Казимира для них также логарифми-
чески расходятся, когда ширина пленки стремится к бесконечности. Их 
величины для фононов различных поляризаций в отличие от изотроп-
ной среды значительно различаются. Как было показано в предыдущей 
главе, теплопроводность пленки в значительной степени зависит от 
ориентации её плоскости. Следует отметить, что при изложении экспе-
риментальных результатов в обзорах [1-3], а также в работах [4-7], не 
указывались направления теплового потока и ориентации плоскостей 
пленок относительно кристаллографических осей. 

В отличие от ранее опубликованных работ при описании темпера-
турных зависимостей теплопроводности кремниевых пленок и нано-
проводов мы учтем фокусировку фононов и используем скорости ре-
лаксации фононов на границах образцов, расчитанные в работах [20,21] 
(см. также формулы (3.15) и (3.16)). Покажем что при учете фокусиров-
ки фононов изменение ориентации кремниевой пленки может приво-
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дить к изменению значений теплопроводности более, чем в 2 раза.  
Отсутствие информации об ориентации плоскости пленки создает 
определенные трудности при интерпретации результатов эксперимента 
[5-7] (см. разлел 6.2). В разделе 6.1 расчитаны зависимости теплопро-
водности кремниевых нанопроводов от температуры для различных 
направлений теплового потока относительно кристаллографических 
осей. В разделе 6.2 проанализирована анизотропия и температурные 
зависимости теплопроводности кремниевых пленок, имеющих различ-
ные ориентации плоскостей. 

6.1. Фононный ТРАнсПоРТ В кРемнИеВых 
нАноПРоВодАх

В работе [4] были измерены температурные зависимости тепло-
проводности монокристаллических кремниевых нанопроводов с диа-
метрами от 22 до 115 нм в интервале температур от 20 до 300 К. Нано-
провода были выращены с осью в направлении [111]. Было показано, 
что для нанопроводов с диаметрами 56 и 115 нм в интервале темпера-
тур от 20 до 60 К теплопроводность следовала зависимости 3~)( TTκ , 
как и теплоемкость объемных образцов в теории Дебая. Поэтому при 
расчете теплопроводности этих нанопроводов может быть использован 
фононный спектр для объемных кристаллов Si. Очевидно, что при ана-
лизе теплопроводности наноразмерных образцов в исследованном ин-
тервале температур 20 - 300 К необходимо учитывать дисперсию спек-
тра. Для её учета, как и в главе 3, используется аппроксимационый 
спектр тепловых фононов в Si (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация со-
храняет кубическую симметрию и позволяет анализировать изменение 
фокусировки фононов при переходе от длинноволнового x << 1 к ко-
ротковолновому пределу ( 1~x ). В пределе длинных волн x << 1 она 
переходит в модель анизотропного континуума [63]. 

6.1.1. Температурные зависимости теплопроводности 
кремниевых нанопроводов.

Решеточная теплопроводность кремниевых нанопроводов, как и 
объёмных кристаллов кремния, анализируется в трехмодовой модели 
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Строка 3 после формулы (6.4) исправить запятую. 

36а. Стр. 235. 

Рис. 6.12. Исправить расположение графиков. Должно быть: 

(а)  (г) 

(б)  (д) 

(в)  (е) 
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             (6.1)

Обозначения приведены в разделе 3.1. В отличие от образцов с ква-
дратным и прямоугольным сечением в нанопроводах с круглым сечени-
ем теплопроводность зависит только от одного ориентационного пара-
метра – направления потока тепла относительно осей кристалла [I(ψ)] 
(угол ψ определяет направление потока тепла). В полную скорость ре-
лаксации фононов 
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зависимости теплопроводности кремниевых пленок, имеющих различные ориентации 

плоскостей. 

6.1. Фононный транспорт в кремниевых нанопроводах. 
В работе [4] были измерены температурные зависимости теплопроводности 

монокристаллических кремниевых нанопроводов с диаметрами от 22 до 115 нм в интервале 

температур от 20 до 300 К. Нанопровода были выращены с осью в направлении [111]. Было 

показано, что для нанопроводов с диаметрами 56 и 115 нм в интервале температур от 20 до 

60 К теплопроводность следовала зависимости 3~)( TTκ , как и теплоемкость объемных 

образцов в теории Дебая. Поэтому при расчете теплопроводности этих нанопроводов может 

быть использован фононный спектр для объемных кристаллов Si. Очевидно, что при анализе 

теплопроводности наноразмерных образцов в исследованном интервале температур 20 - 300 

К необходимо учитывать дисперсию спектра. Для её учета, как и в главе 3, используется 

аппроксимационый спектр тепловых фононов в Si (см. раздел 1.2). Эта аппроксимация 

сохраняет кубическую симметрию и позволяет анализировать изменение фокусировки 

фононов при переходе от длинноволнового 1<<x к коротковолновому пределу ( 1~x ). В 

пределе длинных волн x << 1 она переходит в модель анизотропного континуума [63]. 

6.1.1. Температурные зависимости теплопроводности 
кремниевых нанопроводов.

Решеточная теплопроводность кремниевых нанопроводов, как и объёмных кристаллов 

кремния, анализируется в трехмодовой модели Каллавея с выделением вкладов 

диффузионного и дрейфового движения фононов (см. раздел 3.1). Полную теплопроводность 

в этой модели, согласно (3.10) и (3.11), можно представить в виде аддитивной суммы этих 

вкладов: 
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кристалла [I(ψ)] (угол ψ определяет направление потока тепла). В полную скорость 

релаксации фононов )()()]([)]([ qq NRII
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ψ ννν += дают вклады резистивные λ

ψν RI )]([ и  и нормальные )(qN
λν  процессы релаксации фононов. Нормаль-

ные процессы обуславливают дрейфовый вклад в теплопроводность (см. 
раздел 3.1). В качестве резистивных процессов рассеяния рассматрива-
ется рассеяние фононов на изотопическом беспорядке )(qiso

λν , границах 
образца 

180

нормальные )(qN
λν процессы релаксации фононов. Нормальные процессы обуславливают 

дрейфовый вклад в теплопроводность (см. раздел 3.1). В качестве резистивных процессов 

рассеяния рассматривается рассеяние фононов на изотопическом беспорядке )(qiso
λν ,

границах образца λ
ψν BI )]([ и в процессах фонон-фононного переброса )(qU

λν . Скорости 

релаксации фононов в объемных механизмах релаксации )(qiso
λν , )(qU

λν и )(qN
λν определены 

формулами (3.5), (3.6), (3.17) -(3.19). 

Скорость релаксации фононов при диффузном рассеянии на границах 

цилиндрических образцов определяется кусочно-гладкими функциями для различных 

интервалов углов, граница между которыми определяется параметром 

( ) λλλ ϕθψ 3/4R/),,,( gg VVLxΔ ⊥= . Величина параметра ),,,( ϕθψλ xΔ зависит от соотношения 

между компонентами групповой скорости паралельными λ
3gV и перпендикулярными λ

⊥gV

градиенту температуры и геометрическим параметром k0=L/2D (D=2R). При условии 

1),,,( ≤ϕθψλ xΔ скорость релаксации имеет вид (см. раздел 2.2) 
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Далее при анализе теплопроводности нанопроводов спектр и групповые скорости фононов 

определим в системе координат по ребрам куба. Будем считать, что направление градиента 

температур и продольной оси нанопровода совпадают. Рассмотрим вращение потока тепла 

(оси образца) в диагональной плоскости. Эта плоскость захватывает все симметричные 

направления, включая и направление оси нанопровода [111], в котором исследовался 

фононный транспорт в работе [4]. Пусть угол ψ задает отклонение потока тепла в 

диагональной плоскости от оси Z, направленной по ребру куба. Тогда компонента групповой 

скорости λ
3gV , параллельная градиенту температуры, может быть определена выражением

{ } { } ( ) ψψψψψ λλλλ cos2/sin,cos,2/sin,2/sin,, 3 gzgygxgrzyxr VVVVTTTTT ++−=−∇=∇∇∇=∇ . (6.4)

Учет дисперсии фононов приводит к тому, что групповая скорость, параметр 

),,,( ϕθψλ xΔ , а также скорости релаксации ),,()]([ ϕθν λ
ψ xIB в формулах (6.2) и (6.3) становятся 

зависящими не только от углов ϕθψ ,, , но и от приведенного волнового вектора фонона x

(см.раздел 3.2). Как видно из формул (6.1) - (6.3), зависимости теплопроводности от

направления градиента температуры относительно осей кристалла [I(ψ)] определяются 
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(оси образца) в диагональной плоскости. Эта плоскость захватывает все симметричные 

направления, включая и направление оси нанопровода [111], в котором исследовался 

фононный транспорт в работе [4]. Пусть угол ψ задает отклонение потока тепла в 

диагональной плоскости от оси Z, направленной по ребру куба. Тогда компонента групповой 

скорости λ
3gV , параллельная градиенту температуры, может быть определена выражением

{ } { } ( ) ψψψψψ λλλλ cos2/sin,cos,2/sin,2/sin,, 3 gzgygxgrzyxr VVVVTTTTT ++−=−∇=∇∇∇=∇ . (6.4)

Учет дисперсии фононов приводит к тому, что групповая скорость, параметр 

),,,( ϕθψλ xΔ , а также скорости релаксации ),,()]([ ϕθν λ
ψ xIB в формулах (6.2) и (6.3) становятся 

зависящими не только от углов ϕθψ ,, , но и от приведенного волнового вектора фонона x

(см.раздел 3.2). Как видно из формул (6.1) - (6.3), зависимости теплопроводности от

направления градиента температуры относительно осей кристалла [I(ψ)] определяются 
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нормальные )(qN
λν процессы релаксации фононов. Нормальные процессы обуславливают 

дрейфовый вклад в теплопроводность (см. раздел 3.1). В качестве резистивных процессов 

рассеяния рассматривается рассеяние фононов на изотопическом беспорядке )(qiso
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λν . Скорости 

релаксации фононов в объемных механизмах релаксации )(qiso
λν , )(qU

λν и )(qN
λν определены 

формулами (3.5), (3.6), (3.17) -(3.19). 
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цилиндрических образцов определяется кусочно-гладкими функциями для различных 

интервалов углов, граница между которыми определяется параметром 

( ) λλλ ϕθψ 3/4R/),,,( gg VVLxΔ ⊥= . Величина параметра ),,,( ϕθψλ xΔ зависит от соотношения 

между компонентами групповой скорости паралельными λ
3gV и перпендикулярными λ

⊥gV

градиенту температуры и геометрическим параметром k0=L/2D (D=2R). При условии 

1),,,( ≤ϕθψλ xΔ скорость релаксации имеет вид (см. раздел 2.2) 
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формулах (6.2) и (6.3) становятся зависящими не только от углов ϕθψ ,, , 
но и от приведенного волнового вектора фонона x (см.раздел 3.2). Как 
видно из формул (6.1) - (6.3), зависимости теплопроводности от на-
правления градиента температуры относительно осей кристалла [I(ψ)] 
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величинами компонент групповой скорости фононов )(3 ψ
λ
gV и λ

⊥gV , которые входят 

непосредственно в теплопроводность и в скорости релаксации ),,()]([ ϕθν λ
ψ xIB .

Следует отметить, что при измерении температурных зависимостей 

теплопроводности [19] объёмные образцы кремния предварительно обрабатывались 

наждаком для того, чтобы обеспечить диффузное рассеяние фононов границами. Диффузный 

характер рассеяния фононов реализуется, если геометрические параметры шероховатостей 

на границе образца будут больше или сравнимы с длиной волны фонона [8,9,14,15]. Для 

наноразмерных образцов такая процедура технически невозможна. Поэтому учтем 

частичную зеркальность отражения фононов от границ нанопроводов. Учет её производится 

обычным образом [8,9,14,15,35]: 
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Для иллюстрации влияния различных механизмов релаксации на температурные 

зависимости теплопроводности кремниевых нанопроводов в различных температурных 

интервалах на рисунке 6.1 приведены результаты расчета теплопроводности при включении 

различных механизмов рассеяния фононов. В низкотемпературной области, когда 

доминирует рассеяние фононов на границах, теплопроводность следует зависимости κ(T)∼T3.

Однако для полностью диффузного рассеяния фононов на границах нанопровода 

теоретическая кривая (кривая 6) идет на 26% ниже экспериментальных данных. Учет 

зеркальности отражения (P = 0.15) позволяет согласовать результаты расчета 

теплопроводности с данными эксперимента. Учет граничного и изотопического рассеяния 

дает возможность согласовать результаты расчета для нанопроводов диаметрами 115 и 56 нм 

с экспериментальными данными в интервале температур от 20 до 60 K с точностью до 4% 

без использования дополнительных подгоночных параметров (см. рис 6.1, кривая 2). Далее 

параметр P = 0.15 используется нами во всех расчетах, приведенных на рисунках 6.1. Как 

видно из рисунка 6.1, при температурах выше 60 К значительную роль в 

теплосопротивлении играют ангармонические процессы рассеяния. В расчетах 

температурных зависимостей теплопроводности нанопроводов за основу мы взяли 

параметры ангармонических процессов рассеяния, найденные ранее в работе [22] для 
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кристаллов Si с прямоугольным и квадратным сечениями с экспериментальными данными 

[19] для различных направлений градиента температуры и боковых граней образцов в 

интервале температур 3 – 40 К. Следует отметить, этот интервал захватывает фактически
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без использования дополнительных подгоночных параметров (см. рис 6.1, кривая 2). Далее 

параметр P = 0.15 используется нами во всех расчетах, приведенных на рисунках 6.1. Как 

видно из рисунка 6.1, при температурах выше 60 К значительную роль в 

теплосопротивлении играют ангармонические процессы рассеяния. В расчетах 

температурных зависимостей теплопроводности нанопроводов за основу мы взяли 

параметры ангармонических процессов рассеяния, найденные ранее в работе [22] для 

объемных кристаллов Si (см. также таблицу 6.1). Для этих параметров нам удалось 

согласовать результаты расчета температурных зависимостей теплопроводности объемных 

кристаллов Si с прямоугольным и квадратным сечениями с экспериментальными данными 

[19] для различных направлений градиента температуры и боковых граней образцов в 

интервале температур 3 – 40 К. Следует отметить, этот интервал захватывает фактически

               (6.5) 

Для иллюстрации влияния различных механизмов релаксации на 
температурные зависимости теплопроводности кремниевых нанопро-
водов в различных температурных интервалах на рисунке 6.1 приведе-
ны результаты расчета теплопроводности при включении различных 
механизмов рассеяния фононов. В низкотемпературной области, когда 
доминирует рассеяние фононов на границах, теплопроводность следу-
ет зависимости κ(T)~T3. Однако для полностью диффузного рассеяния 
фононов на границах нанопровода теоретическая кривая (кривая 6) 
идет на 26% ниже экспериментальных данных. Учет зеркальности от-
ражения (P = 0.15) позволяет согласовать результаты расчета теплопро-
водности с данными эксперимента. Учет граничного и изотопического 
рассеяния дает возможность согласовать результаты расчета для нано-
проводов диаметрами 115 и 56 нм с экспериментальными данными в 
интервале температур от 20 до 60 K с точностью до 4% без использова-
ния дополнительных подгоночных параметров (см. рис 6.1, кривая 2). 
Далее параметр P = 0.15 используется нами во всех расчетах, приведен-
ных на рисунках 6.1. Как видно из рисунка 6.1, при температурах выше 
60 К значительную роль в теплосопротивлении играют ангармониче-
ские процессы рассеяния. В расчетах температурных зависимостей те-
плопроводности нанопроводов за основу мы взяли параметры ангармо-
нических процессов рассеяния, найденные ранее в работе [22] для объ-
емных кристаллов Si (см. также таблицу 6.1). Для этих параметров нам 
удалось согласовать результаты расчета температурных зависимостей 
теплопроводности объемных кристаллов Si с прямоугольным и ква-
дратным сечениями с экспериментальными данными [19] для различ-
ных направлений градиента температуры и боковых граней образцов в 
интервале температур 3 – 40 К. Следует отметить, этот интервал захва-
тывает фактически только область максимума теплопроводности в объ-
емных кристаллах Si. Этот интервал температур является слишком уз-
ким для определения параметров ангармонического рассеяния. Поэто-
му при анализе теплопроводности кремниевых нанопроводов в интер-
вале 20 – 300 К мы уточнили параметры ангармонизма. Для лучшего-
согласия результатов расчета с данными [4] мы увеличили параметр 
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1t
UA , характеризующий частоту релаксации фононов для быстрой попе-

речной моды в процессах переброса (см. таблицу 3.1 и таблицу 6.1). 

Рис. 6.1. Температурные зависимости теплопроводности нанопровода с 
D = 115 нм, L = 3 мкм и P = 0.15 для направления градиента температуры [111] 
при включении различных механизмов рассеяния фононов: кривая 1 – режим 

граничного рассеяния λνν ]111[
~
B= , кривая 2 – isoB ννν λ += ]111[

~ , 
кривая 3 – UisoB νννν λ ++= ]111[

~ , кривая 4 – вклад диффузионного движения – 
)(]111[ Tdifκ , кривая 5 – полная теплопроводность, кривая 6 – режим граничного 

рассеяния при P = 0 ( λνν ]111[B= ). Символы ■ – экспериментальные данные [4]

Следует отметить, что для наноразмерных образцов величины тепло-
проводности в температурном интервале 20 – 300 К значительно слабее 
зависят от параметров ангармонизма из-за более существенной (чем в 
объёмных материалах) роли граничного рассеяния (см. далее). 

Таблица 6.1
 Параметры ангармонического фонон-фононного рассеяния и 
рассеяния на изотопическом беспорядке для кристаллов Sinat

l
NA , K-5с-1 t

NA , K-5с-1 l
UA , K-3с-1 1t

UA , K-3с-1 2t
UA , K-3с-1 l

UC , К t
UC , К

0.8 2.0·10-3 2.0·103 1.80·103 0.70·103 310 98 

Рассмотрим вклад дрейфового движения фононов в теплопрово-
дность кремниевых нанопроводов в интервале температур от 20 до 300 К. 
Проведенный анализ показал, что этот вклад для поперечных фононов 
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во всем температурном интервале мал по сравнению с диффузионным 
вкладом и им можно пренебречь (см. рис. 6.2). Для продольных фоно-
нов при T<60 K дрейфовый вклад в теплопроводность )()1(

]111[ TL
drκ dr  значи-

тельно меньше диффузионного. Однако при более высоких температу-
ратурах 100 К < Т < 300 К для них доминируют нормальные процессы 
фонон-фононного рассеяния, и он значительно превосходит вклад диф-
фузионного движения (см. рис. 6.2). Для нанопроводов с диаметрами 
115 и 56 нм при T=100 К вклад )()1(

]111[ TL
drκ dr  составляет 13% и 9% от пол-

ной теплопроводности, а при T=300 К он достигает 35%. Как видно из 
рисунка 6.2, учет дрейфового движения продольных фононов позволя-
ет согласовать результаты расчета с экспериментальными данными [4] 
во всем исследованном интервале температур. Для оценки анизотропии 

Рис. 6.2. Температурные зависимости теплопроводности в направлении [111] 
для нанопроводов с диаметрами: (а) D = 115 нм и (б) D = 56 нм. Кривые 1 – 
полные теплопроводности, кривые 1а –вклады диффузионного движения, 
кривые 2, 3 и 4 – вклады быстрых, медленных поперечных и продольных 

фононов, соответственно; кривые 5 и 6 – диффузионные и дрейфовые вклады 
продольных фононов. Кривая 7 – полная теплопроводность для направления 

[100]. Символы ■ – экспериментальные данные [4]

теплопроводности кремниевых нанопроводов мы расчитали темпера-
турные зависимости )()]([ TI ψκ )]  для направлений градиента температу-
ры [111] и [100] (см. рис. 6.2а, кривые 1 и 7). Как следует из расчета, 
при T=20 К отношение теплопроводностей ]111[]100[ /κκ  для нанопрово-
дов с диаметрами 115 и 56 нм составляет 1.7, а при T=300 К оно умень-
шается до 1.2. Можно отметить, что для объемных стержней кремния 
при T=3 К отношение ]111[]100[ /κκ  равно 1.50, а выше температуры мак-
симума стремится к единице (см. главу 3). 
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Роль различных ветвей фононного спектра в теплопроводности на-
нопроводов с ростом температуры значительно изменяется. Эти изме-
нения обусловлены как дисперсией тепловых фононов, так и дрейфо-
вым движением продольных фононов. Из рисунка 6.2 видно, что при 
низких температурах T < 30 K доминирующий вклад в теплопрово-
дность вносит медленная поперечная мода )(2 Ttκ . При T=20 К ее 
вклад составляет 49% и в два раза превосходит вклад быстрой попереч-
ной моды. Однако с повышением температуры вклад быстрой попереч-
ной моды )(1 Ttκ  возрастает значительно быстрее, чем вклад медлен-
ной поперечной моды )(2 Ttκ , и при T>30 K значения )(1 Ttκ  становят-
ся больше, чем )(2 Ttκ  (см. рис. 6.2). Поэтому во всем интервале темпе-
ратур от 30 до 300 К доминирующий вклад в теплопроводность вносит 
быстрая поперечная мода. Замедление роста вклада медленной попе-
речной моды )(2 Ttκ  с повышением температуры связано с сильной  

Рис. 6.3. Температурные зависимости теплопроводности (а) – в объемных 
образцах, (б) – в нанопроводах в направлении [111]: кривые 1 – для объемных 

механизмов релаксации фононов, кривые 2 и 3 – для режима граничного 
рассеяния фононов в нанопроводах с диаметрами D=115 нм и D=56 нм, соответственно

дисперсией моды t2. Наличие протяженных плоских участков в корот-
коволновом спектре медленной поперечной моды при maxmax 2/ qqq <<  
(см. рис. 1.5) приводит к аномально низким значениям групповой ско-
рости и, соответственно, к значительному уменьшению вклада )(2 Ttκ  
с повышением температуры. Вклад продольных фононов в теплопро-
водность при T=20 K значительно меньше вкладов поперечных фоно-
нов и составляет 19%. Однако с повышением температуры этот вклад 
быстро возрастает за счет дрейфового движения и при T>65 K стано-
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вится больше вклада медленной поперечной моды. При T=190 K вклад 
)(TLκ  достигает максимума и составляет 36% полной теплопроводности.

На рисунке 6.3 приведены температурные зависимости полной те-
плопроводности в режиме граничного ( Bνν = ) и объемных  
( NUiso νννν ++= ) механизмов релаксации фононов. Пересечение этих 
кривых дает температуры перехода от граничного рассеяния к объем-
ным механизмам релаксации TBV. При этой температуре длины сво-
бодного пробега для граничного рассеяния ΛB[I(ψ)] и для объемных 
механизмов ΛV сравниваются, и граничное рассеяние обеспечивает 
50% полного теплосопротивления. Численный анализ показал, что для 
кремниевых нанопроводов с диаметрами 115 и 56 нм температуры пе-
рехода TBV составляют 265 и 353 К, соответственно. Как видно из ри-
сунка 6.3, для объёмных материалов температуры перехода TBV на по-
рядок меньше. При комнатной температуре для нанопроводов с диаме-
трами 56 и 115 нм вклад граничного рассеяния в теплосопротивление 
составляет соответственно 60% и 42%.

6.1.2. Анизотропия теплопроводности кремниевых нанопроводов

Рассмотрим изменение анизотропии полной теплопроводности и 
вкладов в неё от различных ветвей фононного спектра при повышении 
температуры. Для этого проанализируем изменение угловых зависимо-
стей теплопроводности кремниевых нанопроводов с температурой при 
вращении градиента температуры (оси образца) в диагональной пло-
скости. Необходимые для этого анализа компоненты групповой скоро-
сти λ

3gV  и λ
⊥gV  определены выражениями (6.4). В них угол ψ задает от-

клонение потока тепла от оси Z, направленной по ребру куба.
Результаты расчета угловых зависимостей теплопроводности 

кремниевых нанопроводов приведены на рисунках 6.4. Как видно из 
рисунков, при T=20 K доминирующий вклад в теплопроводность (49%) 
вносят медленные поперечные фононы. При этой температуре гранич-
ное рассеяние фононов обеспечивает 94% полного теплосопротивле-
ния, поэтому его анизотропия максимальна. Максимальные значения 
теплопроводности реализуются в направлениях [001] за счет фокусиров-
ки медленных поперечных фононов, а минимальные – при °≈ 68minψ  68° 
(см. рис. 6.4а). Отношение 8.1/ min]001[ ≅κκ  определяет максимальную 
анизотропию теплопроводности при этой температуре. В направлени-
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ях [011] и [111] достигаются локальные максимумы теплопроводности 
за счет фокусировки быстрых поперечных и продольных фононов, со-
ответственно (см. рис. 6.4а). 

Отношение величин теплопроводности в симметричных направлени-
ях для нанопровода с D = 115 нм составляет 1:12.1:69.1:: ]111[]011[]001[ =κκκ 1.69:1.12:1. 
Для нанопровода с D = 56 нм анизотропия оказывается несколько выше: 

1:13.1:74.1:: ]111[]011[]001[ =κκκ
 
1.74:1.13:1. Из рисунков 6.4 видно, что анизотропия

Рис. 6.4. Угловые зависимости полной 
теплопроводности κ(ψ), Вт∙м-1∙К-1, 

(кривая 1) и вкладов в нее от различных 
ветвей фононного спектра для 

нанопровода с D = 115 нм в случае 
вращения оси нанопровода в 

диагональной плоскости для температур: 
(a) – 20 K, (б) – 100 K, (в) - 300 K. 
Кривые 2, 3 и 4 – вклады быстрой, 

медленной поперечных мод и продольных 
фононов, соответственно. 

Символы ■ – экспериментальные 
данные [4]

теплопроводности кремниевых нанопроводов обеспечивается, глав-
ным образом, медленной поперечной модой, для которой отношение 

2
]110[

2
]100[ / tt κκ  равно 2.7, 2.3 и 1.85 при температурах 20, 100 и 300 К,  
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соответственно. Это показывает, что уменьшение анизотропии тепло- 
проводности с ростом температуры обусловлено главным образом
уменьшением вклада медленной моды (см. Рис. 6.4). При T=20 K вклад 
быстрой поперечной моды 1

]100[
tκ  для направлений [001] оказывается 

меньше вклада 2
]100[

tκ  в 2.7 раза, однако в направлениях [011] он превы-
шает вклад медленной моды в 1.3 раза и обеспечивает локальный мак-
симум теплопроводности при T=20 K. При повышении температуры 
вклад медленных поперечных фононов 2

]111[
tκ  уменьшается с 49% при 

T=20 К до 21% при T=100 К. С другой стороны, вклады быстрых попе-
речных и продольных фононов в теплопроводность в этом направле-
нии возрастают, достигая при T=100 K 49 и 30%, соответственно. При 
T=100 K эти вклады становятся почти изотропными, поэтому анизотро-
пия полной теплопроводности уменьшается до 26% (см. рис. 6.4б).  
Отношение величин теплопроводности для симметричных направле-
ний при T=100 K составляет 1:1:3.1:: ]011[]111[]001[ ≅κκκ . Минимальные 
значения теплопроводности достигаются при °≈ 74minψ 74°, они на 3% 
ниже, чем значения ]011[κ . При дальнейшем повышении температуры 
до T=300 К вклад продольных фононов в теплопроводность для на-
правлений [111] возрастает до 36% за счет дрейфового движения фоно-
нов, тогда как вклады быстрых и медленных поперечных фононов в 
теплопроводность уменьшаются до 43% и 21%, соответственно. Ани-
зотропия полной теплопроводности при этом уменьшается. Отношение 
величин теплопроводности для нанопровода с D = 115 нм в симметрич-
ных направлениях при T=300 K составляет 1:1:2.1:: ]011[]111[]001[ =κκκ . 
Хотя при T=300 К для нанопровода с D=115 нм доминируют объемные 
механизмы релаксации (TBV=265 K), а для нанопровода с D=56 нм до-
минирует граничное рассеяние (TBV = 353 K), но на анизотропию тепло-
проводности это оказывает слабое влияние. При T=300 К для нанопровода 
с D=56 нм отношение значений теплопроводности в симметричных  
направлениях увеличивается незначительно: 1:1:2.1:: ]011[]111[]001[ =κκκ . 
Итак, проведенный анализ показал, что анизотропия теплопроводности 
в кремниевых нанопроводах обеспечивается, главным образом, мед-
ленной поперечной модой, которая фокусируется в направлении [100] 
и обеспечивает максимум теплопроводности в этом направлении. 
Уменьшение анизотропии теплопроводности с 70% при T=20 К до 20 % 
при T=300 К связано главным образом с уменьшением вклада медлен-
ной поперечной моды в теплопроводность с ростом температуры и об-
условлено дисперсией тепловых фононов. 



2216.2. Фононный транспорт в кремниевых пленках

6.2. Фононный ТРАнсПоРТ 
В кРемнИеВых ПЛенкАх

В этом разделе проанализируем фононный транспорт в пленках, 
имеющих прямоугольное сечение, с толщиной D, шириной W=μD и 
длиной L. Сравним с результатами экспериментальных работ [5-7], в 
которых исследовалась теплопроводность кремниевых пленок с тол-
щинами D = 1.6, 0.83, 0.42, 0.10 и 0.02 мкм в интервале температур от 
17 до 350 K. Теплопроводность этих пленок в интервале от 17 до 40 K 
следовала зависимости 3~)( TTκ  [6,7], как и теплоемкость объемных 
образцов в теории Дебая. Поэтому при расчете теплопроводности пле-
нок мы использовали трехмерный спектр фононов. Для учета диспер-
сии тепловых фононов использовался аппроксимационный спектр 
[39,63] (см. также, раздел 1.2). 

6.2.1. Температурные зависимости теплопроводности 
кремниевых пленок

Для анализа теплопроводности пленок, как и нанопроводов, вос-
пользуемся трехмодовой моделью Каллавея [91,92,94]. Решеточная те-
плопроводность в этой модели выражается в виде аддитивной суммы 
диффузионного 
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В отличие от нанопроводов с круглым сечением теплопроводность пленок зависит не только 

от направления потока тепла [I(ψ)], но и от ориентации плоскости пленки {J} (см. раздел 3.1) 
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Отметим, что при учете дисперсии скорости релаксации ),,(}{
)]([ ϕθν λ

ψ xJ
IB в формулах (6.7) и 

(6.8), а также компоненты групповой скорости λ
1gV , λ

2gV и λ
3gV зависят не только от углов 

ϕθψ ,, , но и от приведенного волнового вектора фонона x. Случай μ = 1 соответствует 

нанопроводу с квадратным поперечным сечением. 

В этом разделе сначала рассчитаем температурные зависимости теплопроводности в 

плоскости пленок, имеющих различные ориентации {J}. Затем для фиксированных 

температур проанализируем угловые зависимости теплопроводности )(}{
)]([ TJ

I ψκ при вращении 

теплового потока в плоскости пленок, имеющих ориентаций {100}, {110} или {111}. Это 

позволит исследовать изменение анизотропии теплопроводности с температурой, а также 

определить ориентации плоскостей и направления потока тепла, обеспечивающие 

максимальные или минимальные значения теплопроводности монокристаллических пленок 

кремния. Как и в разделе 4.1, компоненты групповой скорости λ
1gV , λ

2gV и λ
3gV для различных 

ориентаций плоскости пленки {J} определены в системе координат, связанной с пленкой (см. 
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В этом разделе сначала рассчитаем температурные зависимости теплопроводности в 

плоскости пленок, имеющих различные ориентации {J}. Затем для фиксированных 

температур проанализируем угловые зависимости теплопроводности )(}{
)]([ TJ

I ψκ при вращении 

теплового потока в плоскости пленок, имеющих ориентаций {100}, {110} или {111}. Это 

позволит исследовать изменение анизотропии теплопроводности с температурой, а также 

определить ориентации плоскостей и направления потока тепла, обеспечивающие 

максимальные или минимальные значения теплопроводности монокристаллических пленок 

кремния. Как и в разделе 4.1, компоненты групповой скорости λ
1gV , λ

2gV и λ
3gV для различных 

ориентаций плоскости пленки {J} определены в системе координат, связанной с пленкой (см. 
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Отметим, что при учете дисперсии скорости релаксации ),,(}{
)]([ ϕθν λ

ψ xJ
IB в формулах (6.7) и 
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ϕθψ ,, , но и от приведенного волнового вектора фонона x. Случай μ = 1 соответствует 

нанопроводу с квадратным поперечным сечением. 
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максимальные или минимальные значения теплопроводности монокристаллических пленок 

кремния. Как и в разделе 4.1, компоненты групповой скорости λ
1gV , λ

2gV и λ
3gV для различных 

ориентаций плоскости пленки {J} определены в системе координат, связанной с пленкой (см. 
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потока в плоскости пленок, имеющих ориентаций {100}, {110} или 
{111}. Это позволит исследовать изменение анизотропии теплопрово-
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2236.2. Фононный транспорт в кремниевых пленках

системе координат, связанной с пленкой (см. формулы (4.4)). В этой 
системе координат ось «1» (ось вращения теплового потока), определя-
ющая ориентацию плоскости {J}, направлена перпендикулярно пло-
скости пленки. Ось «3» направлена вдоль теплового потока [I(ψ)]. Угол 
ψ, определяющий направление теплового потока в плоскости {J}, от-
считывается от оси Z, направленной по ребру куба.

В отличие от объемных кристаллов, для тонких пленок, как и для 
нанопроводов, мы не можем обеспечить полностью диффузный харак-
тер рассеяния фононов на границах. Поэтому учтем частичную зер-
кальность отражения фононов от границ пленок стандартным образом 
[8,9,14,15,35] 
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где P - фактор зеркальности, который определяется из сопоставления результатов расчета 

теплопроводности с экспериментальными данными. Для кремниевых нанопроводов с 

круглым сечением в разделе 6.1 показано, что при учете фактора зеркальности P=0.15 

результаты расчета теплопроводности нанопроводов хорошо согласуются с 

экспериментальными данными [4] во всей температурной области. К сожалению, для пленок 

при изложении экспериментальных результатов в работах [5-7] не указывались направления 

теплового потока и ориентации плоскостей пленок относительно кристаллографических 

осей. Обычно в технологии «SOI» (кремний на изоляторе) пленки кремния выращивают с 

ориентациями {100} или {111} (см. работу [111]). Нами показано, что для этих ориентаций в 

достаточно широких пленках (L>>D и W>>D, L∼W) теплопроводность в плоскости пленки 

практически не зависит от направления потока тепла (см. раздел 6.2.2). Однако зависимости 

их теплопроводностей от ориентации плоскости пленки является существенной: при 

переходе от ориентации {111} к {100} теплопроводность её может увеличиться более, чем в 

2 раза. Поскольку информация об ориентации плоскостей пленок в [5-7] отсутствует, то мы 

рассчитали температурные зависимости теплопроводности для трех ориентаций {J} = {100}, 

{110} и {111} и согласовали результаты расчета с экспериментальными данными, 

воспользовавшись параметром P в качестве подгоночного. Результаты такой подгонки для 

пленок различной толщины приведены на рисунке 6.5. В пленках с D=1.6 мкм и ориентацией 

{100} значения теплопроводности хорошо согласуются с данными эксперимента [6,7] при 

P{100}=0.48. Отметим, что при P=0.48 и T=20 K для ориентаций {110} и {111} они 

оказываются соответственно на 7 и 21% меньше, чем для {100}, а отношения значений 

теплопроводности для них составляет }111{
]110[

}110{
]100[

}100{
]100[ :: κκκ = 1.2:1.1:1. При значениях 

параметров P{110}= 0.51 и P{111}=0.56 величины теплопроводности )(}110{
]100[ Tκ и )(}111{

]110[ Tκ также 

хорошо согласуются с экспериментальными данными и близки к значениям )(}100{
]100[ Tκ при 
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где P ‒ фактор зеркальности, который определяется из сопоставления 
результатов расчета теплопроводности с экспериментальными данны-
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ментальными данными [4] во всей температурной области. К сожале-
нию, для пленок при изложении экспериментальных результатов в ра-
ботах [5-7] не указывались направления теплового потока и ориента-
ции плоскостей пленок относительно кристаллографических осей. 
Обычно в технологии «SOI» (кремний на изоляторе) пленки кремния 
выращивают с ориентациями {100} или {111} (см. работу [111]). Нами 
показано, что для этих ориентаций в достаточно широких пленках 
(L>>D и W>>D, L~W) теплопроводность в плоскости пленки практиче-
ски не зависит от направления потока тепла (см. раздел 6.2.2). Однако 
зависимости их теплопроводностей от ориентации плоскости пленки 
является существенной: при переходе от ориентации {111} к {100} те-
плопроводность её может увеличиться более, чем в 2 раза. Поскольку 
информация об ориентации плоскостей пленок в [5-7] отсутствует, то 
мы рассчитали температурные зависимости теплопроводности для 
трех ориентаций {J} = {100}, {110} и {111} и согласовали результаты 
расчета с экспериментальными данными, воспользовавшись параме-
тром P в качестве подгоночного. Результаты такой подгонки для пленок 
различной толщины приведены на рисунке 6.5. В пленках с D=1.6 мкм 
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и ориентацией {100} значения теплопроводности хорошо согласуются 
с данными эксперимента [6,7] при P{100}=0.48. Отметим, что при 
P=0.48 и T=20 K для ориентаций {110} и {111} они оказываются соот-
ветственно на 7 и 21% меньше, чем для {100}, а отношения значений 
теплопроводности для них составляет }111{

]110[
}110{
]100[

}100{
]100[ :: κκκ = 1.2:1.1:1. 

При значениях параметров P{110}= 0.51 и P{111}=0.56 величины те-
плопроводности )(}110{

]100[ Tκ  и )(}111{
]110[ Tκ также хорошо согласуются с экс-

периментальными данными и близки к значениям )(}100{
]100[ Tκ  при 

P{100}=0.48. Для пленок с D = 0.83 и 0.42 мкм с ориентацией {100} 
результаты расчета согласуются с экспериментальными данными при 

Рис. 6.5. Температурные зависимости теплопроводности кремниевых пленок для 
различных толщин D, параметров зеркальности Р и длин пленок L: кривые 
1,2,3 – D = 1.6 мкм, Р = 0.48, L= 8 мкм; кривая 4 – D = 0.83 мкм, Р = 0.29, 

L= 8 мкм; кривые 5,6,7 - D = 0.42 мкм, Р = 0.29, L= 8 мкм; кривая 8 – D = 0.10 
мкм, Р = 0.14, L= 100D и кривая 9 - D = 0.02 мкм, Р = 0, L= 100D; для ориентаций 

плоскости пленки: кривые 1,4,5,8,9 – для ориентации {100}, кривые 2,6 – для 
ориентации {110}, кривые 3,7 – для ориентация {111}. Ширина пленок W = 100D. 
Символы ■ (D = 1.6 мкм), ► (D = 0.83 мкм), · (D = 0.42 мкм), ▲ (D = 0.10 мкм), 

♦ (D = 0.02 мкм) – экспериментальные данные [5-7]

P{100}=0.29. Однако для ориентаций {110} и {111} в этих пленках экс-
периментальные данные согласуются с результатами расчета при 
P{110}=0.37 и P{111}=0.50 (см. рис. 6.5). Отношение значений тепло-
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проводности для пленок с D=0.42 мкм при P{100}=0.29 и T=20 K с различ-
ной ориентацией плоскостей составляет }111{

]110[
}110{
]100[

}100{
]100[ :: κκκ = 1.6:1.4:1. 

Как видно из рисунка 6.5, результаты расчета теплопроводностей для 
нанопленок с D = 100 и 20 нм и ориентацией плоскости {100} также 
удовлетворительно согласуются с экспериментальными данными [5]. 
Уменьшение толщины пленки приводит к возрастанию роли гранично-
го рассеяния и, соответственно, к увеличению анизотропии теплопро-
водности. Отношения значения теплопроводности в пленках с D = 100 нм 
при P{100}=0.14 и температуре T = 20 K для различных ориентаций 
плоскости пленки составляют }111{

]110[
}110{
]100[

}100{
]100[ :: κκκ = 2.2:1.5:1 (см. рис. 6.6). 

Для пленки с D = 20 нм параметр зеркальности P, по-видимому, близок 
к нулю – температурная зависимость теплопроводности для нее  
удовлетворительно описывается для значения P = 0. Из рисунка 6.6 сле-
дует, что с увеличением температуры возрастает роль объемных меха-
низмов рассеяния, и анизотропия теплопроводности уменьшается.  

Рис. 6.6. Температурные зависимости теплопроводности кремниевых пленок тол-
щиной D = 100 нм, шириной W=100D и длиной L=W для различных ориентаций 

{J} и направлений теплового потока [I(ψ)]: кривые 1 – {100}[100]; 2 – {110}[100]; 
3 – {111}[112]. Параметр зеркальности P = 0.14. Символы – экспериментальные 

данные [5]

При этом зависимость теплопроводности от ориентации плоскости 
пленки также ослабляется: если при Т = 20 К и μ = 100 отношение те-
плопроводностей для ориентаций {100} и {111} равно 2.2, то при  
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Т = 320 К оно уменьшается до 1.2. Итак, при диффузном рассеянии 
фононов на границах максимальной теплопроводностью обладают 
кремниевые пленки с ориентацией {100}, а минимальной теплопрово-
дностью – пленки с ориентацией {111}.

Анализ зависимости теплопроводности пленок от геометрических 
параметров показал, что при фиксированных величинах D и L увеличе-
ние ширины пленки приводит к возрастанию теплопроводности (см. 
рис. 6.7). При этом область её интенсивного роста ограничена значени-
ями μ<20(L/D) или W<20L. При μ>20(L/D) зависимости теплопрово-
дности выходят на насыщение (см. рис. 6.7). При μ=20(L/D) (например, 
для D = 1.6 мкм величина μ=100) теплопроводность всего лишь на 0.5% 
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Рис. 6.7. Зависимости теплопроводности кремниевых пленок от параметра μ 
при L= 8 мкм и толщинах пленки D: кривые 1,2,3 - D =1.6 мкм, кривые 

4,5,6 – D= 0.42 мкм; и ориентаций плоскости пленки {J}: кривые 
1,4 –{J} = {100}, кривые 2,5 – {J} = {110}, кривые 3,6 –{J} = {111}

меньше предельного значения. Что касается зависимости теплопрово-
дности от длины пленки, то при фиксированных величинах D и W об-
ласть её интенсивного роста ограничена значениями L<μD. При длинах 
L>20μD она выходит на насыщение. Следует отметить, что в значи-
тельном числе публикаций (см., например, [5-7,28,29]) граничное рас-
сеяние фононов в достаточно тонких пленках (D<<L и D<<W) учитыва-
лось аналогично тому, как это было сделано в работах Фукса [30] и 
Зондгеймера [31] при анализе проводимости тонких металлических 
пленок. При этом предполагалось, что длины свободного пробега и 
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времена релаксации фононов в пленках зависят только от её толщины 
[5-7,28,29]. В модели изотропной среды граничное рассеяние не приво-
дило к анизотропии теплопроводности [5-7,25,110]. Непосредственное 
обобщение результатов [30,31] на упруго анизотропные кристаллы 
дает выражение для скорости релаксации на границах, которое зависит 
только от толщины D и компоненты групповой скорости λ

1gV , перпен-
дикулярной плоскости пленки [28]

.
1
1),( 1

D
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P
P g
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λ ϕθν 
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Способ определения фактора зеркальности P и его связь с шерохо-
ватостью поверхности не меняет суть проблемы [8,14,28,29,30,31,112]. 
Учет граничного рассеяния в виде (6.10) приводит к некорректным ре-
зультатам для зависимости теплопроводности от геометрических пара-
метров и ориентаций плоскостей пленок. Согласно анализу, проведен-
ному в работах [27,106], теплопроводность пленок и длин пробега фо-
нонов существенно образом зависит не только от ширины пленки, но и 
от остальных геометрических размеров. Более того, в [25,27,32,106] 
показано, что длины Казимира в модели изотропной среды не только 
существенно зависят от ширины пленки, но и логарифмически расхо-
дятся при стремлении её ширины к бесконечности. Как отмечалось в 
[25,32], эта расходимость обусловлена фононами, распространяющи-
мися почти параллельно плоскости пленки. Как показано в [27,106] 
(см. также раздел 4.2.1), учет конечной длины приводит к устранению 
этой расходимости.

Расчет температурных зависимостей теплопроводности кремние-
вых пленок, проведенный в [28] согласно выражению (6.10), показал, 
что её максимальные значения достигаются для ориентации {110},  
а минимальные – для ориентации {100} (см. [28], рис. 4а). Авторы де-
лают вывод, что при диффузном рассеянии фононов на границах пле-
нок наименьшей рассеивающей способностью (и максимальной тепло-
проводностью) обладает плоскость с ориентацией {110}, а максималь-
ной рассеивающей способностью (и минимальной теплопроводно-
стью) - плоскость с ориентацией {100}. Эти результаты противоречат 
экспериментальным данным [19] и результатам [27,106]. В [19] показа-
но, что в двух одинаковых образцах Si с прямоугольным сечением и 
градиентом температуры в направлении [110] теплопроводность образ-
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ца с широкой гранью {100} оказалась на 33% выше, чем для образца с 
широкой гранью {110}. Этот результат противоположен выводу, полу-
ченному в [28]. Следует отметить, что расчеты теплопроводности объем-
ных образцов Si с использованием выражений (6.7) и (6.8) хорошо согла-
суются с экспериментальными данными [19]. Они количественно опи-
сывают зависимости теплопроводности Si, как от направления теплового 
потока, так и от ориентации боковых граней образцов (см. [22]). 

В связи с этим мы пересчитали температурные зависимости тепло-
проводности кремниевой пленки с толщиной D = 100 нм и параметром 
зеркальности P{100}=0.14 с использованием формулы (6.10) для трех 
ориентаций её плоскости (см. штриховые линии 1а, 2а и 3а на рис. 6.8) 
и сравнили с нашими результатами (сплошные линии 1,2 и 3 на рис. 6.7 
и 6.8). Как видно из рисунка, полученные результаты (кривые 1а, 2а  
и 3а) качественно согласуются с нашими результатами, т.е. максималь-
ной теплопроводностью обладает плоскость с ориентацией {100}, 

Рис. 6.8. Температурные зависимости теплопроводности в кремниевых пленках 
толщиной D = 100 нм, шириной W=100D и длиной L=W для различных 

ориентаций плоскости пленки и градиента температуры: кривые 1,1а – {100}
[100]; 2,2а – {110}[100]; 3,3а – {111}[112]. Кривые 1,2,3 – расчет с использованием 
выражений (6.7) и (6.8) для времени релаксации, кривые 1а,2а,3а – расчет с временем 

релаксации (6.10). Параметр зеркальности P = 0.14. Символы – эксперимент [5]

а минимальной теплопроводностью – плоскость с ориентацией {111}. 
Очевидно, что авторы [28] допустили ряд численных ошибок при рас-
чете температурных зависимостей теплопроводности кремниевых пле-
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нок для различных ориентаций. Однако количественно температурные 
зависимости, полученные нами с использованием выражений для ско-
ростей релаксации фононов на границах (6.7) и (6.8), значительно от-
личаются от результатов, полученных с использованием формулы 
(6.10) (см. рис. 6.8). Использование наших выражений для скорости 
релаксации фононов на границах пленок при температуре T = 20 K для 
различных ориентаций плоскости пленки дает отношения 

}111{
]110[

}110{
]100[

}100{
]100[ :: κκκ = = 2.2:1.5:1. Тогда как при использовании формулы 

(6.10) имеем: 0.1:6.1:4.3:: }111{
]112[

}110{
]100[

}100{
]100[ =κκκ . Итак, при диффузном 

рассеянии на границах максимальной теплопроводностью обладает 
пленки Si с ориентацией {100}, а минимальной - с ориентацией {111}. 
Мы привели подробное обсуждение ориентационной зависимости те-
плопроводности, поскольку эта проблема играет важную роль в крем-
ниевой микроэлектронике. 

Как уже отмечалось ранее, использование термина «рассеиваю-
щие способности» плоскостей пленок с различной ориентацией для 
характеристики влияния фокусировки фононов на их теплопрово-
дность является физически некорректным. В теории Казимира предпо-
лагается, что все фононы при соударении с поверхностью поглощают-
ся, а затем переизлучаются изотропно в полупространство по направ-
лению внутрь образца. Поэтому в каждой точке поверхности независи-
мо от её ориентации все фононы независимо от их поляризаций рассе-
иваются диффузно. Поэтому интенсивность рассеяния фононов в плен-
ках с различной ориентацией плоскостей одинакова. Анализ, проведен-
ный в главе 5, показал, что анизотропия теплопроводность пленок обу-
словлена влиянием фокусировки на распространение фононных мод в 
пленках. Геометрические построения, приведенные в главе 4, показыва-
ют (см. рис. 4.4, 4.5), что при совпадении направлений фокусировки и 
градиента температуры поток фононов от нагревателя к холодильнику 
отклоняется к направлению оси пленки, и длины свободного пробега 
для этих фононов становятся больше, чем в изотропной среде.

Для иллюстрации влияния различных механизмов релаксации на 
температурные зависимости теплопроводности кремниевых пленок в 
различных температурных интервалах на рисунке 6.9 приведены ре-
зультаты расчета для пленки с D = 0.42 мкм. В низкотемпературной 
области основными механизмами релаксации фононов для пленок с  
D = 1.6 и 0.42 мкм являются граничное и изотопическое рассеяние.  
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В интервале температур от 17 до 40 K учет этих механизмов позволяет 
согласовать результаты расчета с экспериментальными данными [6,7]. 
Вклады изотопического рассеяния при T = 20 К составляют 33 и 21% 
для пленок с D = 1.6 и 0.42 мкм, соответственно. Отметим, что при 
диффузном рассеянии фононов на границах теоретические кривые для 
ориентации плоскостей пленок {100} идут на 57 и 36% ниже экспери-
ментальных данных для D = 1.6 и 0.42 мкм, соответственно  
(см. рис. 6.9, кривая 6). Далее при анализе температурных зависимостей

 

Рис. 6.9. Температурные зависимости теплопроводности кремниевой пленки с 
D = 0.42 мкм, L = 8 мкм, W = 100D и P = 0.29 для направления градиента 
температуры [100] и ориентации пленки {100} при включении различных 
механизмов рассеяния фононов: кривая 1 – режим граничного рассеяния 

}100{
]100[

~λνν B= , кривая 2 – 
isoB ννν λ += }100{

]100[
~ , кривая 3 – 

UisoB νννν λ ++= }100{
]100[

~ , 
кривая 4 – вклад диффузионного движения, кривая 5 – полная теплопроводность, 

кривая 6 - режим граничного рассеяния для P = 0. Кривая 7 – вклад быстрой 
поперечной моды, кривая 8 – вклад медленной поперечной моды, кривые 9 – 

суммарный вклад продольных фононов, кривая 10 – диффузионный вклад 
продольной моды, кривая 11 – вклад дрейфового движения продольных фононов. 

Символы ■ – экспериментальные данные [6,7]

теплопроводности пленок с D = 1.6 и 0.42 мкм мы фиксируем ориента-
цию плоскости пленки {J}={100} и параметры зеркальности соответ-
ственно P{100}= 0.48 и 0.29. Как видно из рисунка 6.9, при температу-
рах выше 50 К значительную роль в теплосопротивлении играют ан-



2316.2. Фононный транспорт в кремниевых пленках

гармонические процессы рассеяния. При анализе теплопроводности 
кремниевых пленок мы используем те же самые параметры ангармони-
ческих процессов рассеяния, что и для нанопроводов (см. таблицу 6.1). 
С ростом температуры роль различных ветвей фононного спектра в 
теплопроводности пленок значительно изменяется. Эти изменения об-
условлены главным образом дисперсией тепловых фононов, а также 
дрейфовым движением продольных фононов. Как видно из рисунка 
6.9, при T<54 K доминирующий вклад в теплопроводность вносит мед-
ленная поперечная мода (см. рис. 6.9, кривая 8). При T=20 К ее вклад 
составляет 48%, а вклад быстрой моды – 42%. Наличие протяженных 
плоских участков в спектре медленной поперечной моды t2 при 

maxmax 2/ qqq <<  (см., раздел 1.2, рис. 1.5) приводит к аномально низ-
ким значениям групповой скорости и, соответственно, к значительно-
му уменьшению её вклада в теплопроводность с повышением темпера-
туры. В противоположность этому вклад быстрой поперечной моды t1 
с повышением температуры возрастает быстрее, и при T>54 K он ста-
новится больше вклада моды t2 (см. рис. 6.9, кривая 8). Поэтому во 
всем интервале температур от 54 до 350 К доминирующий вклад в те-
плопроводность вносит быстрая поперечная мода t1. Для поперечных 
фононов диффузионный вклад в теплопроводность во всем интервале 
температур значительно превосходит вклад дрейфового движения. 

Вклад продольных фононов в теплопроводность при T=20 K мал - 
он составляет 10%. Однако с повышением температуры этот вклад бы-
стро возрастает, главным образом, за счет дрейфового движения и при 
T>200 K становится сравнимым с вкладом медленной поперечной 
моды (см. рис. 6.9, кривая 11). При T<60 K дрейфовый вклад в тепло-
проводность оказывается значительно меньше диффузионного. Однако 
в интервале температур от 100 до 300 К для продольных фононов доми-
нируют нормальные процессы фонон-фононного рассеяния, и дрейфо-
вый вклад в теплопроводность значительно превосходит диффузион-
ный (см. рис. 6.9, кривые 10, 11). Вклады дрейфового движения фоно-
нов в полную теплопроводность пленок с D = 1.6 и 0.42 мкм при  
T = 100 К составляют 15%, а при T = 300 К они достигают соответ-
ственно 26 и 28%. С уменьшением толщины пленки относительный 
вклад продольных фононов в теплопроводность возрастает. Однако для 
пленок с D = 1.6 и 0.42 мкм он остается меньше вклада медленной по-
перечной моды. Как видно из рисунка 6.9, учет дрейфового движения 
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продольных фононов позволяет согласовать результаты расчета тепло-
проводности пленок с экспериментальными данными [6,7]. 

На рисунке 6.10 приведены температурные зависимости теплопро-
водности для пленок различной толщины в режиме граничного рассея-
ния фононов ( Bνν = , кривые 2 - 6) и в режиме объемных механизмов 
релаксации фононов ( NUisoV νννν ++= , кривая 1). Пересечение этих 
кривых дает температуры перехода от граничного рассеяния к объем-
ным механизмам релаксации TBV. При этой температуре граничное 
рассеяние обеспечивает 50% полного теплосопротивления. Численный 
анализ показал, что для кремниевых пленок с D = 1.6 и 0.42 мкм темпе-
ратуры перехода TBV составляют соответственно 61 и 89 К. Уменьше-
ние толщины пленки и параметра зеркальности приводит к увеличе-
нию роли граничного рассеяния и к достаточно быстрому возрастанию 
температуры перехода TBV. Так, например, уменьшение толщины 
пленки (при остальных фиксированных параметрах) до значений  
D = 0.1 и 0.05 мкм при P = 0.14 дает соответственно TBV = 143 и 196 K, 

Рис. 6.10. Температурные зависимости теплопроводности (а) ‒ 
для объемных образцов [19], (б) ‒ для пленок с ориентацией {100}: 
для объемных механизмов релаксации ‒ кривая 1, и для граничного 
рассеяния в пленках с параметрами: D=1.6 мкм, L=8 мкм и P=0.48 ‒ 

кривая 2; D=0.42 мкм, L=8 мкм и P=0.29 ‒ кривая 3; D=0.10 мкм, L=100D и 
P=0.14 ‒ кривая 4, D=0.05 мкм, L=100D и P=0.14 ‒ кривая 5 и D=0.02 мкм, 

L=100D и P=0 ‒ кривая 6

а для D = 0.02 мкм при P = 0 имеем TBV = 345 K. Как видно из рисунка, 
для объёмных материалов температуры перехода TBV 

существенно 
меньше. При комнатных температурах вклады граничного рассеяния 
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для пленок с D = 1.6, 0.42, 0.1, 0.05 и 0.02 мкм составляют соответ-
ственно 2, 6, 17, 29 и 58%. Итак, при комнатных температурах гранич-
ное рассеяние фононов играет существенную роль в теплопроводности 
достаточно тонких пленок.

Сравним температурные зависимости теплопроводности кремние-
вых нанопроводов с круглым и квадратным сечениями. В разделе 2.3 
отмечалось, что длины свободного пробега фононов для образцов бес-
конечной длины с круглым и квадратным сечениями при равенстве 
площадей поперечных сечений отличаются менее, чем на 1%. Поэтому 
представляет интерес рассчитать температурные зависимости тепло-
проводности нанопроводов с квадратным сечением и сравнить их с экс-
периментальными данными [4] и результатами, полученными в [23,113]  

Рис. 6.11. Температурные зависимости теплопроводности кремниевых нанопроводов 
с круглым (сплошные кривые 1,3) и квадратным (пунктирные кривые 2,4) 

поперечными сечениями, равными по площади для 2R1 = 115 нм (кривые 1,2) и 
2R2 = 56 нм (кривые 3,4), также вкладов в теплопроводность для нанопроводов с 

2R2 = 56 нм: от быстрых поперечных фононов - кривые 5,6; медленных поперечных 
фононов – кривые 7, 8; диффузионного движения продольных фононов – кривые 

9,10, дрейфового движения продольных фононов – кривые 11,12. Символы 
экспериментальные данные [4]

для нанопроводов с диаметрами 56 и 115 нм в интервале температур от 
20 до 300 К. Мы полагаем, что сторона квадрата D и радиус нанопрово-
да R определяется из условия RD π= , а их длины совпадают  
(см. рис. 6.11). Параметр зеркальности отражения для нанопроводов
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взят одинаковым P = 0.15. Как видно из рисунка 6.11, результаты расче-
тов для нанопроводов квадратным и круглым сечениями [23,113] хоро-
шо согласуются друг с другом и с экспериментальными данными [4]: 
при T = 20 К отличие двух расчетов составляет 3.7%, а при T = 300 К ‒ 
0.6%, что значительно меньше погрешности эксперимента. Причем, 
хорошо согласуются не только полные теплопроводности, но и вклады 
всех колебательных мод, а также дрейфового и диффузионного движе-
ния фононов (см. рис. 6.11). Эти результаты свидетельствуют, что ана-
литические решения для скоростей релаксации фононов при диффуз-
ном рассеянии на границах, полученные в главе 2, вполне адекватны 
реальной ситуации и могут быть использованы при интерпретации 
особенностей фононного транспорта в наноразмерных образцах раз-
личной геометрии.

 
6.2.2. Анизотропия теплопроводности кремниевых пленок

Проанализируем изменение анизотропии теплопроводности пле-
нок различной ширины (μ = 1, 10 и 100) с повышением температуры. 
Параметр зеркальности отражения возьмем P = 0.14, длина пленки счи-
тается фиксированной L=100D, а толщина D = 0.1 мкм. Определим 
ориентации плоскостей пленок и направления потока тепла, обеспечи-
вающие максимальную или минимальную теплопроводность в плоско-
сти пленки. Для этого рассмотрим изменение угловых зависимостей 
теплопроводности )(}{

)]([ TJ
I ψκ )] , когда тепловой поток вращается в плоско-

сти пленки для трех случаев: (1) {J}={100}, (2) {J}={110} и (3) 
{J}={111}. В системе координат, связанной с пленкой, компоненты 
групповой скорости фононов λ

1gV , λ
2gV  и λ

3gV  для рассматриваемых слу-
чаев определены формулами (4.4). 

При μ =1 или W=D мы имеем нанопровод с квадратным сечением. 
Поэтому развитая нами аналитическая теория дает нам уникальную 
возможность исследовать изменение анизотропии теплопроводности 
при переходе от нанопровода (μ = 1) к достаточно широким пленкам  
(μ = 100) при фиксированной температуре. На рисунке 6.12 приведены 
такие зависимости для двух температур 20 и 320 К и трех ориентаций 
плоскостей пленок {J}={100}, {110} и {111}. Рассмотрим особенности 
фононного транспорта в кремниевых нанопроводах с квадратным сече-
нием. В отличие от нанопроводов с круглым сечением величины тепло-
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Рис. 6.12. Угловые зависимости теплопроводности κ(ψ) (Вт/мК) кремниевых 
пленок с D = 0.10 мкм, L = 100D и P = 0.14 для двух температур 20 К (a,б,в) и 

320 К (г,д,е) для трех ориентаций плоскостей пленок {J} = {100} (a,г), {110} (б,д) 
и {111} (в,е), рассчитанные для трех значений параметра μ: кривые 1 - μ =1, 

кривые 2 - μ =10, кривые 3 - μ =100. Символы ■ – экспериментальные данные [5]
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проводности нанопроводов квадратным сечением зависит от ориентации 
боковых граней. Однако эта зависимость является слабой. Анализ случа-
ев, когда ось нанопровода совпадает с осью вращения и направлениями 
теплового потока [111] и [100] показал, что анизотропия теплопроводно-
сти, обусловленная изменением ориентаций боковых граней нанопрово-
да составляет менее 1%. В противоположность этому изменение направ-
ления теплового потока относительно осей кристалла приводит к значи-
тельной анизотропии теплопроводности нанопроводов. В этом случае 
для нанопроводов квадратным и круглым сечениями при равенстве пло-
щадей поперечных сечений результаты расчета теплопроводности хоро-
шо согласуются друг с другом (см. рис. 6.11). Подробный анализ угловых 
зависимостей теплопроводности кремниевых нанопроводов приведен в 
разделе 6.1.2, в котором показано, что анизотропия теплопроводности 
обусловлена фокусировкой и дефокусировкой фононов.

В противоположность нанопроводам, анизотропия теплопрово-
дности достаточно широких пленок обусловлена, главным образом, её 
ориентационной зависимостью. Как видно из рисунков 6.12, угловые 
зависимости теплопроводности кремниевых пленок при вращении гра-
диента температуры в плоскостях {100}, {110} и {111} значительно 
отличаются, как друг от друга, так и от рассчитанных для нанопрово-
дов. С ростом ширины пленок величины теплопроводности значитель-
но увеличиваются по сравнению с нанопроводами. Так, например, при 
T = 20 К и изменении параметра μ от 1 до 100 приводит к возрастанию 
величин теплопроводности }100{

)]([ ψκ I )]  с плоскостью {100} в направлениях 
[100] и [110] соответственно в 3.53 и 5.35 раза. Для плоскости {110} 
величины теплопроводности }110{

)]([ ψκ I )]  в направлениях I = [100] и [110] 
возрастают соответственно в 2.50 и 2.51 раза. Увеличение ширины 
пленки приводит к качественному изменению угловых зависимостей 
теплопроводности по сравнению с нанопроводами: зависимость тепло-
проводности от направления потока тепла ослабляется. Для пленок с 
плоскостями {100} и {111} при μ = 100 (L = 100D) она становится 
изотропной, хотя при μ = 10 небольшая анизотропия еще остается (см. 
рис. 6.12 а,б): при T = 20 К для наноструктур с μ = 1, 10 и 100 отноше-
ния ( ) ( )µκµκ }100{

]110[
}100{
]100[ /  оказываются равными соответственно 1.52, 1.19 

и 1.00 (см. таблицу 6.2).
Следует отметить, что максимальные значения теплопроводности 

достигаются для ориентации {100}, а минимальные – для ориентации 
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{111} (см. рис. 6.12а,в). Для достаточно широких пленок Si (μ = 100) 
при T = 20 К и P = 0.14 отношение теплопроводностей 

( ) ( )100/100 }111{
)]([

}100{
)]([ ψψ κκ II )] )]  для этих ориентаций составляет 2.2 (см. табли-

цу 6.2). С увеличением температуры возрастает роль объемных меха-
низмов рассеяния, и анизотропия теплопроводности уменьшается, так 
например, для наноструктур с μ = 1 и 10 отношение ( ) ( )µκµκ }100{

]110[
}100{
]100[ /  

при T = 320 К уменьшается до значений соответственно 1.16 и 1.01  

Таблица 6.2
Отношения теплопроводностей кремниевых нанопленок и 

нанопроводов с квадратным сечением в симметричных направлениях 
для D=0.10 мкм при температурах 20 и 320 К

T, K μ }100{
]100[κ /

}100{
]110[κ

}110{
]100[κ /

}110{
]110[κ

}110{
]100[κ / }110{

]111[κ
}100{
]110[κ / }111{

]110[κ
20 1 1.52 1.50 1.72 1.01

10 1.20 1.60 1.50 1.6
100 1.00 1.50 1.3 2.2

320 1 1.16 1.17 1.19 1.02
10 1.01 1.16 1.12 1.16

100 1.00 1.15 1.10 1.20

(см. таблицу 6.2). С увеличением температуры ослабляется также 
анизотропия, связанная с зависимостью теплопроводности от ориен-
тации плоскости пленки. Если при T = 20 К и μ = 100 отношение те-
плопроводностей для ориентаций {100} и {111} равно 2.2, то при  
T = 320 К оно уменьшается до 1.20 (см. таблицу 6.2). При этом вклад 
граничного рассеяния в теплосопротивление нанопленки с D = 0.1 мкм 
при комнатной температуре составляет 17%. Для плоскости {110} 
угловые зависимости ( )µκ ψ

}110{
)]([ I )]  в достаточно широких пленках прини-

мают эллипсоидальный вид с длинной осью вдоль направления [100]. 
Для этой ориентации при T = 20 К и μ = 1, 10, 100 отношения значе-
ний теплопроводности ( ) ( )µκµκ }110{

]110[
}110{
]100[ /  составляет 1.50, 1.60 и 1.50, 

а при T = 320 К оно уменьшается до значений соответственно 1.17, 
1.16 и 1.15 (см. таблицу 5.2). 

Итак, показано, что угловые зависимости теплопроводности каче-
ственно изменяются при переходе от нанопроводов с квадратным сече-
нием к достаточно широким пленкам. Во-вторых, при диффузном  
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рассеянии на границах пленок Si максимальной теплопроводностью 
обладают пленки с ориентацией {100}, а минимальной теплопроводно-
стью ‒ пленки с ориентацией {111}.

6.3. зАкЛюченИе

Основные результаты шестой главы могут быть сформулированы 
следующим образом: 

1. Использование вычисленных нами времен релаксации фоно-
нов на границах позволило в трехмодовой модели Каллавея адекватно 
описать температурные зависимости теплопроводности кремниевых 
нанопроводов диаметром более 50 нм и пленок толщиной более 20 нм. 

2. Определены оптимальные ориентации плоскостей пленок и 
направления потока тепла, обеспечивающие максимальный или мини-
мальный теплоотвод от элементов кремниевых микросхем как при низ-
ких, так и при комнатных температурах. Показано, что при диффузном 
рассеянии фононов на границах пленок Si максимальной теплопрово-
дностью обладают пленки с ориентацией {100}, а минимальной тепло-
проводностью - пленки с ориентацией {111}. 

3. Показано, что дисперсия тепловых фононов оказывает значи-
тельное влияние на теплопроводность кремниевых нанопроводов и тон-
ких пленок. Наличие протяженных плоских участков в спектре медлен-
ных поперечных коротковолновых фононов приводит к аномально низ-
ким значениям групповой скорости и, соответственно, к значительному 
уменьшению их вклада в теплопроводность с ростом температуры.

4. Исследование роли граничного рассеяния показало, что при 
комнатных температурах вклад граничного рассеяния в теплосопро-
тивление достигает 60% для нанопроводов с диаметром 56 нм и для 
пленок с толщиной 20 нм.
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7. ПеРсПекТИВы дАЛьнейшИх 
ИссЛедоВАнИй

В настоящее время теория фононного транспорта в объемных и 
наноразмерных монокристаллических образцах все еще далека от за-
вершения, и ряд важных проблем ещё не решен. Одной из таких про-
блем является влияние анизотропии упругой энергии на распростране-
ние фононов, их фокусировку и теплопроводность монокристалличе-
ских образцов. Основным недостатком существующих теорий при 
описании температурных зависимостей теплопроводности является 
необходимость введения значительного числа подгоночных параме-
тров как для граничного рассеяния фононов, так и для нормальных 
процессов фонон-фононного рассеяния и процессов переброса (см., 
например, [9,35,36,85]). Одним из достижений изложенной выше тео-
рии является аналитическое решение задачи о диффузном рассеянии 
фононов на границах образцов конечной длины с круглым, квадратным 
и прямоугольным сечениями и определение соответствующих времен 
релаксации фононов. Это позволило избавится от подгоночных пара-
метров в граничном рассеянии фононов, учитывающих различные на-
правления теплового потока или геометрические параметры образцов. 
Нами показано, что использование развитого в работе [22] метода уче-
та фокусировки фононов и аналитических решений для времен релак-
сации фононов на границах образцов конечной длины с круглым, ква-
дратным и прямоугольным сечениями позволило адекватно описать 
температурные зависимости теплопроводности кристаллов кремния 
[19] для всех направлений градиента температур и ориентаций боко-
вых граней образцов. Причем, в интервале от 3 до 15 K, когда домини-
рует рассеяние на границах и изотопическом беспорядке, теория [20-
22] количественно описывает температурные зависимости теплопрово-
дности кристаллов кремния для всех образцов, исследованных в работе 
[19], без использования подгоночных параметров. При увеличении 
температуры возрастает вклад ангармонических процессов рассеяния 
и расхождение результатов расчета и данных эксперимента увеличива-
ются. Максимальное различие рассчитанных и экспериментальных 
значений [19] имеет место в окрестности максимума теплопроводно-
сти, когда вклады в теплосопротивление от граничного рассеяния и 
объемных механизмов релаксации сравниваются. Хотя отклонение от 
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экспериментальных данных в окрестности максимума не велико: в на-
правлениях [001] рассчитанные значения оказываются выше измерен-
ных на 5%, а в [111] ниже экспериментальных величин на 6%, однако 
результаты расчета дают значение анизотропии в три раза больше, чем 
следует из эксперимента. При более высоких температурах анизотро-
пия теплопроводности уменьшается медленнее, чем следует из экспе-
римента. Как уже отмечалось, возможной причиной этого расхождения 
является использование правила Маттиссена при переходе от гранич-
ного рассеяния к объемному. Связано это с тем, что граничное рассея-
ние фононов происходит вблизи поверхности образца, а объёмные про-
цессы происходят равномерно по всему объему. Поэтому скорости ре-
лаксации в этих механизмах рассеяния не могут аддитивно склады-
ваться, как это следует из правила Маттиссена. Очевидно, что макси-
мальное отклонение от правила Маттиссена будет иметь место в усло-
виях, когда скорости релаксации фононов в объёмных механизмах и 
граничном рассеянии сравниваются. Херринг [38,105], анализируя 
роль низкоэнергетических фононов в теплопроводности и термоэдс 
монокристаллических полупроводников, также указал на слабость 
правила Маттиссена при температурах вблизи максимума теплопрово-
дности. Для того, чтобы корректно учесть совместное действие гранич-
ного и объёмных механизмов рассеяния фононов, необходимо решить 
кинетическое уравнение Больцмана при учете неоднородного распре-
деления теплового потока по поперечному сечению образца. При учете 
фокусировки фононов эта задача является актуальной, но достаточно 
сложной. Она требует отдельного рассмотрения. 

Поэтому одним из перспективных направлений дальнейшего ана-
лиза фононного транспорта в упруго анизотропных пленках и нанопро-
водах является исследование влияния фокусировки фононов на конку-
ренцию граничного и объемных механизмов релаксации фононов ме-
тодом кинетического уравнения Больцмана (КУБ). Результаты, полу-
ченные для теплопроводности объёмных материалов и наноструктур,  
в методе КУБ необходимо сравнить с результатами работ [20-24,27, 
69-71,106], найденными в рамках феноменологического метода Кази-
мира–МакКарди [13,19]. Это позволит определить пределы примени-
мости феноменологического метода для анализа фононного транспор-
та в наноструктурах с различной геометрией. Проверить обоснован-
ность использования правила Маттиссена для граничного и объемных 
механизмов рассеяния при исследовании фононного транспорта в на-
ноструктурах как вдали, так и в окрестности температуры перехода от 
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граничного рассеяния к объемным механизмам релаксации. Проанали-
зировать зависимости теплопроводности наноструктур от геометриче-
ских параметров, направлений теплового потока и ориентаций плоско-
стей пленок относительно осей кристалла. Изучить роль интерферен-
ции граничного и объёмных механизмов рассеяния при исследовании 
фононного транспорта в наноструктурах. Применить развитую теорию 
к анализу теплопроводности в изотопически высокообогащенных кри-
сталлах Ge, Si и алмаза. 

Следует отметить, что проблема фокусировки фононов не ограни-
чивается влиянием на фононный транспорт в диэлектрических кри-
сталлах. Она является актуальной при исследовании кинетических яв-
лений в металлах и полупроводниках, обусловленных увлечением 
электронов фононами и их взаимным увлечением. При достаточно низ-
ких температурах, когда электрон-фононное взаимодействие становит-
ся доминирующим механизмом релаксации электронов (а для взаимно-
го увлечения оно должно доминировать и для фононов), то такие кине-
тические коэффициенты как электропроводность и термоэдс увлечения 
становятся зависящими от механизма релаксации импульса фононов 
[67,114]. При достаточно низких температурах основным механизмом 
релаксации фононов является диффузное рассеяние на границах образ-
ца [67, 114]. Естественно, что фокусировка фононов, приводящая к 
анизотропии теплопроводности в режиме кнудсеновского течения фо-
нонного газа, должна приводить также к анизотропии термоэдс увлече-
ния. Ранее при исследовании термоэдс увлечения в полупроводниках 
для фононов использовалась, как правило, модель изотропной среды 
(см., например, [67,114]), поэтому эффекты, обусловленные влиянием 
анизотропии упругой энергии на электрон-фононное увлечение не мог-
ли быть рассмотрены. Хорошо известно [67,114], что в модели изотроп-
ной среды электроны могут взаимодействовать через деформационный 
потенциал только с продольными фононами. Однако в упруго ани-
зотропных кристаллах распространяются квазипродольные и квазипо-
перечные фононы. Причем, последние имеют отличную от нуля про-
дольную компоненту и могут через деформационный потенциал также 
взаимодействовать с электронами. Анализ упругих волн в кубических 
кристаллах показал, что вклад поперечной компоненты в квазипро-
дольные колебания в кубических кристаллах мал, и им можно пренеб-
речь [44] Вклады продольных компонент в квазипоперечные моды не 
является малым: максимальное значение его для медленной попереч-
ной моды составляет 13, 14 и 16.5% для кристаллов HgSe:Fe, Si и Ge и 
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(16% и 17% для InSb и GaAs), для кристалла KCl он достигает 27% 
[44]. Поэтому представляет интерес рассчитать и проанализировать 
вклады квазипродольных и квазипоперечных фононов в электрон-фо-
нонное увлечение и термоэлектрические эффекты в полупроводнико-
вых кристаллах и наноструктурах на их основе. Более того, вклад попе-
речных мод в теплопроводность Si и Ge при низких температурах в 
направлениях [100] превышает 90% как за счет большей плотности 
фононных состояний, так и за счет влияния фокусировки фононов на 
длины свободного пробега фононов. Поэтому одной из интересных для 
теории и технических приложений задач является исследование влия-
ние анизотропии упругой энергии на электрон-фононное увлечение и 
термоэлектрические явления в полупроводниковых кристаллах и нано-
структурах на их основе при низких температурах.

Первый шаг в этом направлении сделан в работе [115], в которой 
развит метод расчета и исследовано влияние анизотропии упругих 
свойств на электрон-фононное увлечение и термоэлектрические явле-
ния в бесщелевом полупроводнике HgSe:Fe с вырожденной статисти-
кой носителей тока. Проанализировано влияние фокусировки фононов 
на зависимости термоэдс от геометрических параметров и направле-
ний теплового потока относительно осей кристалла. Определены кри-
сталлографические направления, обеспечивающие максимальные и 
минимальные значения термоэдс. Проанализирована роль квазипро-
дольных и квазипоперечных фононов в термоэдс увлечения в кристал-
лах HgSe:Fe при низких температурах. Показано, что вклад продоль-
ных фононов в термоэдс увлечения, как и их длина свободного пробега, 
имеют максимум в направлении фокусировки [111], а минимум - в на-
правлении дефокусировки [001]. Вклад медленной квазипоперечной 
моды достигает максимума в направлении фокусировки [001] и в до-
статочно длинных образцах может превосходить вклад квазипродоль-
ных фононов. Поэтому при анализе термоэдс увлечения в упруго ани-
зотропных кристаллах необходимо учитывать оба вклада. 

В свете полученных в работе [115] результатов представляется ин-
тересным проанализировать влияние фокусировки фононов на элек-
трон-фононное увлечение в монокристаллических нанопроводах, 
пленках и гетероструктурах. 

Монография написана по теме «Спин» государственного задания 
ФАНО России при поддержке программы призидиума РАН (проект 
№32-1.1.3.5) и УрО РАН (проект №18-10-2-37). 
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